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Questo lavoro studia il parallelismo negli spazii a curvatura 
costante positiva, importante elemento della geometria metrica di 
tali spazii definito per la prima volta da Clifford ^). Si introducono 
perciò nuove coordinate di retta (parametri di scorrimento) di cui 
si danno svariati significati geometrici, e per cui si trova lin algo- 
ritmo semplicissimo che permette di trattarle in modo rapido e 
sicuro, mentre senza di esso i calcoli riuscirebbero estremamente 
lunghi e noiosi. 

Si può quindi dare una dimostrazione del principio di dualità 
senza ricorrere a considerazioni dell'assoluto, definire per la prima 
volta l'angolo di due rette sghembe, ecc. L'applicazione di questi 
principii alla teoria delle curve, mentre suggerisce per esse l'in- 
troduzione di un nuovo elemento : " la torsione di Clifford „ , dimo- 
stra in nuovo modo e completa un teorema del prof. Bianchi ^; una 
modificazione delle formule di Frenet per lo spazio curvo conduce 
a confronti, a mio parere notevoli, con lo spazio piano e a nuovi 
teoremi. L'applicazione della teoria delle parallele allo studio delle 
congruenze dà in modo diretto le condizioni necessarie e sufficienti 
affinchè le forme quadratiche differenziali definenti una congruenza 
siano compatibili, dà immediatamente un criterio per riconoscere 



*) V. p. es. Klein. Nicht-euklidische Geometrie, 

*) Bianchi. Ann. di Matem, 1896, pag. 103. Noi indicheremo questa 
memoria con A. 
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se una congruenza è W, appena ne siano date le forme fonda- 
mentali e permette infine di stabilire alcuni nuovi risultati per la 
densità di una congruenza. 

Applicando questi teoremi alla teoria delle superficie, si otten- 
gono nuove interpretazioni geometriche della curvatura assoluta e 
della torsione geodetica, si riconduce la teoria delle superficie nello 
spazio curvo allo studio di quelle rappresentazioni della sfera 
euclidea in sé stessa, per cui parti corrispondenti hanno area 
uguale. Si possono quindi generalizzare alcune formule ben note 
dello spazio euclideo per la teoria della superficie e dei sistemi 
tripli ortogonali, col cui aiuto si studiano tra l'altro quelle con- 
gruenze che per ogni deformazione della superficie di partenza, 
cui i raggi della congruenza si immaginino invariabilmente uniti, si 
dispongono sempre in od^ rigate di Clifford, e si trovano infine cu- 
riosi risultati per l'angolo che formano elementi lineari corrispon- 
denti sulla superficie e sulla sua immagine piana. 

L'applicazione di questi risultati alla teoria della superficie W 
conduce, tra l'altro, allo studio di notevoli coppie di elementi sfe- 
rici, studio che si può anche interpretare nella metrica euclidea e 
e che dà un significato geometrico (sebbene non semplice) della 
trasformazione di Lie per le superficie pseudosferiche, mentre 
risolve in nuovo modo il problema di determinare sulla sfera eu- 
clidea quei reticoli che la dividono in parallelogrammi infinitesimi 
equivalenti. 

Lo studio della immagine Riemanniana di rette parallele porta 
a una nuova proprietà caratteristica delle superficie di Demartres 
(isocicliche) ^), proprietà che mentre si può interpretare con la 
sola metrica euclidea, conduce a nuove proprietà delle superficie 
isocicliche e delle rigate isoterme (luogo delle binormali di una 
curva a torsione costante) ^) degli spazii a curvatura costante. 



*) Demartres. AnncUes de V École Normale Superieure, T. 4 (1887). 
«) Bianchi. (A). 
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§ 1. Noi sappiamo che nello spazio ellittico esistono certi movi- 
menti speciali, per cui è costante la distanza tra la posizione ini- 
ziale e la finale di un punto qualunque, e che ricevettero il nome di 
scorrimenti. A questi movimenti corrispondono nello spazio euclideo 
(dove si immagini rappresentato geodeticamente lo spazio curvo) le 
omografie biassiali che hanno per assi due generatrici d^ una mede- 
sima serie rigata delF assoluto e che fanno perciò scorrere su sé stesse 
le generatrici dell' altra serie rigata. E, conformemente all'esistenza 
di due serie rigate su una quadrica, gli scorrimenti di uno spazio 
curvo si scindono in due sistemi affatto distinti : gli scorrimenti de- 
strorsi e gli scorrimenti sinistrorsi. 

Da questi speciali movimenti, Clifford partì per definire il pa- 
rallelismo di rette in uno spazio curvo; e noi ora daremo alcune 
proprietà fondamentali delle rette parallele, facilmente deducibili le 
une dalle altre e di cui ciascuna può servire come definizione di rette 
parallele. Diremo dunque con Clifford che due o più rette sono pa- 
rallele, quando 

a) uniscono k posizioni iniziali e finali dei punti di un sistema 
rigido relative a uno scorrimento 
oppure quando 

p) si appoggiano alla medesima coppia di generatrici sghembe 
dell' assoluto 
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oppure quando 

Y) sono esse stesse la posizione iniziale e la posizione finale di 
una retta sottoposta a uno scorrimento. 

L^ esistenza di due specie di scorrimenti dimostra resistenza dì 
due specie di rette parallele: parallele destrorse e parallele sinistrorse; 
osserviamo però che da un solo scorrimento noi possiamo dedurre 
tanto parallele destrorse, quanto sinistrorse ; e ciò secondo che ci ser- 
viamo della generazione a) o della generazione y) di rette parallele. 

Noi riporteremo qui le formule definenti uno scorrimento, nelle 
quali supporremo, come si farà sempre d'ora in poi, uguale a + 1 
la curvatura dello spazio ambiente, indicheremo con (xì) e (a/,) le. 
coordinate dì Weierstrass della posizione iniziale e della posizione 
finale di uno stesso punto, e indicheremo con A,B,C,D e con (a,p,Y,8) 
otto costanti legate dalle relazioni 

A« + B*+(? + D* = a* + p* + Y* + 6*=l. 
Avremo per scorrimenti di prima specie ^): 

a;'i = Aa?i — Bxi — C ajs — Bx^ 
x\ = Ba?! + Axi — DflJs + C a?4 
Xz = Cxi-]-'Dx2 + Axz — Ba?4 
a;'4 = Da:i — Gxi + Bx^ {- Ax^ 

per scorrimenti di seconda specie 

x\ = cLXi — p a?8 — Y ^ — 5a?4 
aj'j = p a?i + a ajj -f S (Tg — y ^4 
x'3 = Y a?i — 8 iTi + dXz + P a?4 
a?'4 = 8 ari + T ^8 — P ^3 + ^^a . 

§. 2. Con le coordinate di Weierstrass di punto e di piano, una 
retta (geodetica) si definisce dando le coordinate (rr,) di un suo punto 



*) Bianchi (A). 
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qualunque e le coordinate {^) piano normale in {xi} alla retta stessa; 
quindi in una maniera che, sebbene sia molto comoda in alcuni studii, 
pure è tutt' altro che simmetrica. É principio fondamentale del pre- 
sente lavoro r introduzione di un nuovo sistema di coordinate, che, 
come spero, apparirà per le sue applicazioni assai appropriato alla 
natura dello spazio ellittico. ■" } 

Sia dunque una retta definita al modo di Weierstrass, e ne siano 

(Xi) e. (£<) due punti coniugati ( distanti ^ J tali cioè 2 ^« €i = 0. Di 

scorrimenti che portino il punto (a?,) nel punto (£i) ne abbiamo uno 
destrorso e uno sinistrorso ; e, indicando con À, Bj C, D le costanti 
relative air uno e con a, p, y» ^ 1^ costanti relative air altro, sarà in-; 
tanto 

A = a = 

perchè 

e quindi 

B* + C* + D* = p* + Y* + 6*=1. 

Noi assumeremo le B, C, D, P,y,8 (che subito calcoleremo) come 
coordinate di una retta nello spazio ellittico e daremo loro il nome 
di " parametri di scorrimento „ della retta stessa. Essi, si vede subito, 
saranno indipendenti dalla coppia di punti (xi), (&) coniugati scelti 
sulla retta. 

Osserviamo intanto che una retta è individuata, appena ne siano 
dati i parametri di scorrimento (e lo dimostreremo del resto effet- 
tivamente col calcolo); infatti essi definiscono due scorrimenti di 
specie diversa che lasciano fissa la retta, e quindi definiscono insieme 
le quattro generatrici dell^assoluto cui essa si appoggia, ciò che basta 
a individuare la retta insieme alla sua retta polare ; questa indeter- 
minazione, che può anche essere utile quando si studiino insieme due 
figure polari, si toglierà più sotto con considerazioni di segni. 

Per il calcolo effettivo dei sei parametri di scorrimento si osservi' 
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che )e (1) diventano per noi 

/ {i= -BiT, — Caj3 — Da?4 
) Sf = Ba;, + CiP4 — Da^ 

\ I4 = Bajs — Ca?2 + Da?, • 
Risolvendo, ricordando le 2^=2^*^^^» 2^^^^^» ^ ^* 

ÌB = £,iri — a:t{i + È4i»8 — ^463 
C=esja;4 — ì^a^ + Ssa?! — iK8€i 
D =i 63 «^ — S, aJs + $4 a?i — a?4 €1 

legate appunto dalla 

(5) D* + B* + C* = l 

Analogamente si ha . 

£j = po^i + So^ — Ya?4 
& = T^i — 8aJi + pir4 

^4 :a^ SXi + ^X2 — ^Xz 



(30 



donde si ricava 

l ^=^3X4 €4 ^ + €s ^1 €1 ^8 

(^O < T *= ^ a?2 — Ì2X4 + Ì3X1 iiXz 

\ 8 =^ ?4 i^l €1 a?^ + ?2 a^ €3 ^2 

con la 

(5') p* + f + 8» = l 

Frese le (4) e le (4') come formule definenti le B, C, D, p^ y» 8 le 
(3) e le (3') danno le coordinate (6,) del piano normale nel punto (xi) 
alla nostra retta, appena sia noto questo punto (a*,). 



Digitized by LjOOQIC 



n parallelismo di Clifford negli spaxii ellittici 



9 



È facile ora riconoscere ciò che distingue i paramenti di scor- 
rimento di due rette polari. Prendiamo per es. la retta normale nel 
punto (1, 0, 0, 0) al piano (0, 1, 0, 0) e la retta polare normale nel 
punto (0, 0, 1, 0) al piano (0, 0, 0, 1). 

Per Funa avremo 

B = l , C = D = , p = l , Y = 8=0; 
per l'altra 

B' = l , C' = D' = , p= -1 , y' = 8'==0. 

Quindi : 

Cambiando i segni a una delle due terne dei parametri di scor- 
rimento di una retta, si ottiene la retta polare. 

Noi vedremo spesso che le rette polari hanno nello spazio ellit- 
tico Tuffizio che nello spazio piano hanno le direzioni opposte. 

U cangiare contemporaneamente i segni a tutti e 6 ì parametri, 
di scorrimento non muta la retta corrispondente, perchè ciò equi- 
vale a cambiare (a?i) in ( - xì) oppure (S,) in (-£»), oppure scambiando 
i punti (Xi), (iì), (Cfr. le osservazioni finali). 

§. 3. Ma i calcoli con le B, C,t), p, y, S riuscirebbero faticosissimi, 
se noi non introducessimo un algoritmo semplice, che ci permettwà 
di trattare poi con la massima sicurezza e facilità queste nuove coor- 
dinate di retta e di passare da queste alle usuali formolo in coor- 
dinate di Weierstrass. Osserviamo perciò che si può scrivere: 



(6) 



B = 



C = 



D = 



5. 


«l 


+ 


^ 


«3 


Xt 


Xi 


X4 


«3 


Xt 


«4 
Xi 


+ 


Xi 


Si 
Xr 


«3 


Xt 


+ 


£4 

X4 


Xi 
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(6') 



P = 



T = 



u 


£1 




«4 


€3 


a-t 


«1 




«4 


«8 


€3 

i»3 


€1 


— 




44 
X4 


€4 


€. 




«3 


e> 


«4 


«1. 




a^ 


ir» 



Se ora (^1, ^^, ^, ^4) e (di, dg, dg, ^4) sono due quaderne di variabili, 
noi indicheremo con [td]^, [tdì^, [td]4 tre espressioni formate con le 
t, e con le d appunto come B, C, D sono formate con (£1, Sj, €3, 64) 
e (a7i,a?2, 0^,0^4); e analogamente indicheremo con [td]\ [td]^z [tdW 
espressioni formate con (ti) e (di) come le p, 7, 8 con (£<) e (a?,). 

Se noi ricordiamo, lo sviluppo del prodotto di due matrici a 
due linee nella somma dei prodotti dei loro minori corrispondenti, 
e lo sviluppo di un determinante del quarto ordine nella somma dei 
prodotti dei minori del II ordine staccati dalla matrice formata dalle 
prime due linee per i minori complementari, otteniamo facilmente 
la seguente identità fondamentale: 



(7) ^UtdlWl 



+ 



ti fj fe P4 

di d% d% d^ 

ti ti t^ P4 

di d% dz d^ 

€1 62 ^3 €4 

n u h u 



€1 62 ^ ^4 

fi A /i f* 



+ 



Indicando con (tdef) il determinante del 2.° membro, questa 
identità si può scrivere: 

(8) 2 I M^ [^M = 2 ^e^df—^tf^ de + {tdef). 
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Se noi vogliamo trovare il valore di {tdef) in funzione Sf , £cf , . . . . 
litd, lite.,.. lide..,. basterà che noi lo innalziamo al quadrato; ot- 
terremo così un determinante i cui termini sono proprio della forma 
prescritta; estraendo poi la radice quadrata avremo, a meno del segno, 
il valore di {tdef). E se ne deduce: 

I. Se ti = ei,di = fi, S^ = £d8 = l,S^d = si ha 

come si poteva prevedere ricordando le (5) e (S'). 

II. Se le t^ le cf, le e, le f formano quattro quaderne affatto di- 
stinte e S^» = 2d* = 2e» = £/^=1, mentre 

si ha 



e, senza preoccuparci per ora del segno, basti osservare che esso 
cambia, scambiando due delle quattro quaderne. 

III. Se e,= ^,-, ma d<#/i e Sed=> 2«/'=Sd/^= 0, mentre 

SÌ ha 

2J[<d]<[en.}=o. 

L'ambiguità di segno che comparisce nel II di questi casi, e che 
deve sempre comparire per il modo in cui noi calcoliamo il deter- 
minante {tdef) appena {tdef) non sia nullo, non ci causa nessun 
imbarazzo; e ciò perchè scambiando i simboli \td\i coi simboli [td^i 
si ha un' identità che differisce dalla (8), come un facile calcolo rivela, 
soltanto per il segno di {tde f). Ora, siccome noi consideriamo sem- 
pre contemporaneamente le due specie di parallelismo e di simboli, 
ci basterà fare il calcolo con una sola specie di simboli, p. es. coi 
simboli non accentati; otterremo così, è vero, dei termini a segno 
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indeterminato; ma sarà affatto inutile il conseguire la determina- 
zione di questo segno, poiché se con parallelismo in un certo senso 
noi dobbiamo usare un segno, dobbiamo poi usare il segno opposto 
quando si consideri il parallelismo nell'altro verso. 

Noi abbiamo già visto come per mezzo delle (6) e delle (60 si 
possano calcolare i parametri di scorrimento di una retta, definita 

al solito per mezzo di due suoi punti (a?,) e (t) distanti di jr. Ora 

noi vogliamo mostrare come, dati i parametri di scorrimento di una 
retta, si possa tornare alla deteiminazione usuale della retta stessa. 
Cerchiamo, a tal fine, le coordinate del punto dove la retta, i cui 
parametri di scorrimento siano B,C,D, P,y, 8, incontra p. es. il piano 
Xi = 0. Posto nelle (3) e (30 a?i= e confrontando i valori di €2 £3 €4 
che se ne ricavano, otteniamo 

X2 : X3 : X4 = B+p : C+T : D-l-8. 

Poiché, essendo a?i=^0, deve essere xl'\-a^-\-X4 = 1, si ha infine 

(9) a?i = , X2= y ix^ = 



V'2(1+BP+Ct+D8) v/2(1+BP+Cy+D6) 

Dh-8 



^4=— 

V^2(1+BP+Cy+D8) 

È facile allora per mezzo delle (3) o delle (3)' calcolare le cor- 
rispondenti (St). 

§. 4. Ci proponiamo ora di studiare i significati geometrici dei 
parametri di scorrimento di una retta. La loro proprietà fondamen- 
tale è di essere " invarianti per parallelismo ;,, come ci dice il se- 
guente teorema: 

" Se due rette hanno uguali^ oppure uguali e di senso opposto i 
tre parametri di una medesima terna esse sono parallele, in un senso 
neW altro, secondo che la terna in discorso è la prima la seconda ^. 



Digitized by LjOOQIC 



lUi 



// parallelismo di Clifford negli spaxii ellittici 



18 



Infatti in tal caso esiste uno scorrimento che I9 fai 'scorrere tutte 
e due sopra sé stesse. Questo teorema, che scaturisce immediata- 
mente dalle nostre considerazioni, è per noi fondamentale; e non 
sarà perciò male stabilirlo in modo diretto sia a riprova dei calcoli, 
sia perchè cosi otterremo alcune formule che ci saranno iassai utili 
in seguito. 

Sia una retta intersezione di due piani (di a^ a^ a^ e (ii h^ Ò3 Ò4) 
che per semplicità supporremo ortogonali. L^assoluto essendo defi- 
nito da 

ir? + a:| + a^ + a^ = 



un sistema delle sue generatrici si può immaginare definito da 
{xz—ìx^ — \(xi — ix^ = 



(«) 



dove X varia da generatrice a generatrice. Ogni punto che appair- 
tenga ai due piani (a,), (òi) soddisfa alle : 



(P) 



^aiXi = Q , ^hiXi = Q 



cosicché per trovare a quali generatrici della serie (a) si appoggia 
la nostra retta basta eliminare le (xi) fra le (a) e le (P); otteniamo 
così 

«1 «2 03 03 

hi bi 63 J4 

li X iX 

-X iX 1 -i 



= 



ossia : 



X* i [ («1 h-bi «3) + (aj 64-^8 04) ] + f [(^4 ai-»4 61) + (62 a^-Oi 63)]! + 

+ 2ÌX(a4Ò3-&4a3+è20l-6l«2)+}(Ml-«3^1+«264-M4)-**(*4«l-«4&l+M3-«2^^^ 

Affinchè la retta di intersezione dei piani (a',) e (è',) si appoggi 
alla medesima coppia di generatrici, sia cioè parallela (nel senso 
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determinato dalla serie rigata (a)) alla nostra retta, si deduce su- 
bito che deve essere: 

(aiJg-Ji 03+0264-62 «4): (oi64-6ia4+62«3-«t6s) :(oi 6»- 61 02+04 68-0364) = 
'• (a>V6V^o'26'4-6V4) : (a\l/,-bWMWs-a'J>\) : {(^.b'r^bW^Jb'^-a'J)',) , 

Analogamente si procederebbe per Taltra serie di generatrici del- 
Tassoluto ; le formule precedenti non solo ridimostrano il nostro teo- 
rema, ma danno Tespressione dei parametri di scorrimento di una 
retta in funzione delle coordinate di due piani perpendicolari pas- 
santi per la retta. 

Noi spesso dovremo trovare le traccie su un piano a delle pa- 
rallele tirate per il suo polo A a una rotta; e le chiameremo le 
* immagini di Clifford , della retta relative al piano stesso ; dette 
S, e Zi le coordinate delle due traccie, avremo, dalle (3) e (3') quando 
si prenda per punto A il punto (1, 0, 0, 0) 



(10) 



S, = , S, = B = [Sar], , S, = C = [Sa;]3 , S4 = D = [ex]4 



Per mezzo dì queste uguaglianze e indicando con ^ la distanza 
dei due punti S, Z definita da cosf = lSiZi, le (9) diventano 



(90 



x, = Xi = -^^^ [é = 2,3,4] 
2 cosi- 



che per mezzo delle (3) o delle (3') ci danno 

1 



(11) ìi=-cos| , €2 = 



2 cosl- 



S3 S4 
Z3 Z4 



, 63 = - 



2 cosi- 



S4 Sg 
Z4 Z2 



Ì4 = - 



2cos^ 



S2 S3 
Z2 Z3 
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Si Yerifica subito che: 

^ Le due immagini di Clifford di due rette polari relative a un 
piano e le traccie su questo piano delle rette stesse si dividono ar^ 
monicamente; una di queste' traccie divide per metà un segmento 
terminato aUe immagini „. 

§ 5. Sarà per noi ancora opportuno di notare che i parametri 
di scorrimenti di una retta, anche moltiplicati per un qualunque fat- 
tore, soddisfanno alla: 

Dunque noi potremo sempre immaginare 6 quantità legate da 
questa relazione come coordinate omogenee di retta, in quanto che 
si può fissare a meno del segno un fattore di proporzionalità (in 
un modo solo) in tal guisa che esse divengano i 6 parametri di 
scorrimento di una retta. La forma delle B, G, D, p, y, S ci dà il se- 
guente teorema: 

" I parametri di scorrimento (invarianti per parallelismo) di una 
rètta non sono altro che le coordinate di Klein (somme e differenze 
opportune delle coordinate di Plilcker) della retta stessa, quando si 
prenda per tetraedro fondamentale un tetraedro autopolare rispetto 
all'assoluto. 

Questo teorema può venire utile per lo studio dei complessi alge- 
brici di rette negli spazii ellittici; e noi ne daremo più tardi un 
esempio. 

§. 6. Una prima notevolissima applicazione di queste coordinate 
è la definizione di angolo di due rette qualsiasi (ciò che finora non 
s'era fatto che per rette complanari). Noi chiameremo angolo 9 di 
due rette tanto F angolo 9 definito da 

cos9 = BB'+CC'+DD', 

quanto T angolo 9 generalmente distìnto dal precedente, che riesce 

definito dalla 

cos9 = pr+TT'+88', 
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nelle quali formule intendiamo con (B, C, D, p, y> 5) i parametri di 
una retta e con (B', C, D', p', 7', 8') i parametri omologhi delPaltra. 
Questa definizione scaturisce spontanea dal 9eguente teorema: 

** Uang'ìlo di una coppia di rette complanari e quello ddle pa- 
rallele tirate ad esse da un punto A qualunque sono uguali, purché 
le due parallele siano tirate in un medesimo verso „. 

Infatti, esiste allora uno scorrimento (destrorso o sinistrorso a 
secondo del senso del parallelismo) che porta il punto comune alla 
prima coppia di rette nel punto A, e la prima coppia di rette nella 
coppia di parallele per il punto A. 

Il teorema si può dimostrare anche analiticamente: Se le rette 
date sono le rette (ir, $), (a?, yj) il loro angolo y è definito da cos <p = S ^t] ; 
Tangolo ^^ delle parallele tirate dal punto (1,0,0,0) è dato da 

costp'=^[xi]i]xri]i 

oppure da 

cos ?' = 2 [^ ^]'' [^ '^]'< 

a seconda del verso del parallelismo; l'identità (8) ci dimostra che 
è in ambi i casi cos 9' = cos y. 

E allora si vede che gli angoli 9 definiti dalle 

l cos'f = BB'+C(r+DI>' 
(12) 

f cosy^pp' + Yf 4- ea' 

non sono altro per le (10) che gli angoli formati dalle due coppie 
di parallele tirate dal punto (1, 0, 0, 0) alle due rette date in un verso 
nelValtro; e per teor, precedente si vede che invece di tirare queste 
parallele dal punto (1, 0, 0, 0) si possono tirare queste parallele da un 
punto qualunque dello spazio, senza che pei* questo muti la determi- 
nazione délVangolo, 

Se le due rette sgno le rette {x, S) e (y, tj) abbiamo per V angolo 
delle due rette la seguente formula: 

cos 9 = 2 [^ S]» [y •^]»'. oppure la cos 9 = 2 [^ ^'i [y "^l't" 
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a seconda che Pangolo si misura cou parallele in un senso o nel- 
l'altro cioè per le identità (8) si ha 

A A A A 

cos tp = cos xy cos $ Y) — cos Sy cos ajyj ±{xiy yj) 

A A A A 

dove con xy^ £y], iy^ xri intendiamo la distanza del punto (xi) al 
punto (y,), dal punto (£,) al punto (yj,) ecc. Senza soffermarci al si- 
gnificato geometrico di (xiyri) si osservi che: 

* Il determinante (xiyri) è nullo e l'angolo di due rette ammette 
una sola determinazione allora e allora soltanto che le due rette sono 
complanari „, (Cfr. le osserv. finali). 

Questo teorema ammette un notevole corollario, quando sia ap- 
plicato a rette infinitamente vicine complanari: 

" Se noi delle generatrici di una rigata facciamo le immagini di 
Clifford relative a un piano qualunque, le due linee così ottenute si 
corrisponderanno in modo che archi corrispondenti siano uguali allora 
e allora soltanto che la rigata è sviluppabile ». 

E se ricordiamo (Bianchi A) che una rigata è a curvatura nulla 
solo se è una rigata di Clifford, vediamo che a questo teorema si 
contrappone l'altro: 

■ Una rigata è a curvatura nulla soltanto se una delle sue im- 
magini di Clifford si riduce a un punto ». 

E noi vediamo subito un nuovo significato delle coordinate di 
Klein ; esse misurano gli angoli, che in un verso e nell'altro una retta 
forma coi sei spigoli del tetraedro di riferimento o, come si può dire, 
con una terna di rette ortogonali. 

Così, essendo i parametri di scorrimento nient'altro che coordi- 
nate proiettive di una retta, e potendosi perciò definire un complesso 
lineare con un'equazione 

IAl-^- mB-^- nC =pa + jP + r^ 

dove /, m, w, p, g, r sono costanti, noi vediamo per le (12) che un 
complesso lineare ammette in uno spazio ellittico la seguente defi- 
nizione metrica: 
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* Le rette di un complesso lineare sono quelle e tutte qudle, per 

C08 ^ 

cui è costante -, dove <p e ò sono ali anodi che una di esse forma 

cos <]>**•'•' 

con una retta fissa „. 

Questa retta colle notazioni precedenti sarebbe la retta i cui pa- 

/ Z m , n 

rametri sono ( . ^ , , " T~ , , '^ , 

, ecc. ) . 



Anche nello spazio curvo vale dunque il teorema: 

" Un complesso lineare ammette sempre una retta tale che i mo- 
vimenti elicoidali attorno a essa riportano il complesso in sé stesso ,. 

Si vedrebbe pure facilmente che il luogo dei punti tali che l'an- 
golo delle parallele tirate per uno di essi a una retta fissa è costante, 
è una rigata di Clifford, e si avrebbe così una generazione delle 
rigate di Clifford, per mezzo dei movimenti elicoidali attorno a una 
retta; generazione identica in fondo a quella data dal prof. Bianchi 
nella memoria più volte citata; essa però, vista in questa forma dif- 
ferente, si può interpretare proiettivamente così: 

" Le proiettività che lasciano fissa una quadrica e due suoi punti 
A, B portano un punto qualunque dello spazio nei punti di una qua- 
drica che ha comuni con la precedente le generatrici per A, B „. 

Oss. Non è possibile, a mio credere, definire il parallelismo di 
piani, che, per la legge di dualità, porterebbe a definire insieme il 
parallelismo di punti; si può però definire il parallelismo di elementi 
(insieme di punto e piano che si appartengono). Diremo così che 
V elemento (A, a) definito dal punto A e del piano & è parallelo al- 
V elemento (B, p,) quando esiste uno scorrimento che porti in A in B, 
OL in p. 

Il piano p è generato dalle parallele tirate per B alle rette di 
a passanti per A. 

La distanza da A a B è uguale all'angolo di a con p. 

Le normali in A ad a e in B a p sono parallele. 
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La cosa più interessante in tutto questo è l'esistenza di figure 
duali che si corrispondono con parallelismo di elementi corrispondenti 
e la conseguente dimostrazione del principio di dualità senza conside- 
razione ddV assoluto. 

Ma per brevità io ne dimostrerò resistenza, appunto partendo 
dair assoluto ; presa una figura S, consideriamone la figura polare 
S\ che uno scorrimento qualsiasi porti in E. Le figure S, E sono 
appunto due figure duali che si corrispondono nel modo anzidetto. 

n parallelismo di Clifford e la teoria delle curve. 

§. 7. U prof. Bianchi (loc. cit.) dimostrò le seguenti formule che 
sono la generalizzazione delle formule di Frenet per le curve di uno 
spazio piano: 

do 'da p * ^ da p t ' rfo t 

dove o , — , — rappresentano rispettivamente Parco, la prima e la 

seconda curvatura nel punto (x,) generico di una curva, e dove con 
(6t), (t)/), (Cf) si indicano rispettivamente i coseni di direzione della 
tangente, della normale principale e della binormale alla curva nel 
punto (Xi). 

Nei calcoli che seguono, come anche in tutto il resto del lavoro, 
noi, partendo da quanto s'è visto al §. 3, faremo i calcoli con una 
sola terna di parametri di scorrimento. Tiriamo dal punto (1, 0, 0, 0) 
le parallele alle tangenti fino a incontrare il piano polare; l'arco 
della così ottenuta indicatrice delle tangenti è dato da 

ds'==2 \ d[x, S],j* = ^[dx, g;+ 2 [^ ' ^^y +22 [dx, iUx, dil. 

Sostituiamo in queste formule ai differenziali dx^d^ ì valori dati 
dalle succitate formule del prof. Bianchi ; e sviluppiamo, ricordando 
le identità (8) del §. 3. Otterremo 

dr = —^ 
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che vale anche per le parallele neir altro senso, perchè (§. 3) man- 
cano termini col doppio segno; ciò che si spiega osservando che 
tangenti consecutive sono complanari e ricordando il teor. del §. 6. 
Dunque : 

* Il rapporto di uno qualunque degli angoli formati da dì4€ tati- 
genti consecutive all'arco compreso tra i punti di contatto è uguale 
alla curvatura della curva nel punto corrispondente. 

Consideriamo ora invece una retta generica normale nel punto 
{xi) alla curva e ne siano (y],- cos y -j" Ci sen f ) i coseni di direzione, 
dove 9 è costante; T immagine di Clifford della rigata formata da 
esse, ha Parco s definito dalla: ds* = 2 jrf [t] cos y -f C sen y, a;],*j, 
cioè, differenziando e ricordando le formule del prof. Bianchi dalla: 



d8^=do^^ 



( 






senyjl^,a; ^ + [CS],- + cos? [rj.y.-f- ----»^|J 



I^'+(t-OÌ^"- 



Dove, per le più volte citate identità e considerazioni del §. 3, 
il doppio segno si deve al doppio senso del parallelismo. 

Per <p = K si ha d5* = ( — ± 1 j do*; noi porremo 
-1 = 1+1 i- = l-l 

ritenendo però che spesso indicheremo con j^ tutte e due queste 

espressioni, e chiameremo =i e ^^ 1® due torsioni di Clifford di una 

curva in un punto. Abbiamo allora: 

* Il rapporto dell'angolo di due binormali consecutive misurato in 
un senso determinato alVarco compreso tra i loro piedi è uguale alla 
torsione di Clifford corrispondente j^. Donde si ha, sotto una forma 
lievemente differente, un teorema del prof. Bianchi (loc. cit.) che qui 
risulta dedotto in maniera diretta: 
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** Condizione necessaria e sufficiente affinchè le hinormali a una 
curva siano parallele in un verso, è che la corrispondente torsione di 
Clifford sia nulla. 

Affinchè la retta uscente dal punto (a?,) d'una curva e con coseni 
di direzione (a I.- + 6 Y]r f e C) con a* + ò* + e* == 1 (dove a, b, e sono 
costanti, generi al variare del punto Xi una rigata di Clifford, deve 
essere uguale a zero l'arco di una delle sue immagini di Clifford; cioè 

^\ad[x,i] + bd[x,yi] + cd[x,t:]\^=0 

e coi soliti procedimenti 

(«) (f + Y)*+**(^ + Ì) = ^ cioè ^ = cost.; 6 = 

dove ^ indica la corrispondente torsione di Clifford. La curva è 

quindi un'elica; ma qui si aggiunge un'interpretazione nuova della 

condizione ^ = cost., dicendo che deve essere costante il rapporto 

della prima curvatura a una torsione di Clifford. 

Se noi esprimessimo invece che la nostra rigata è a curvatura 
nulla si troverebbero le 

che non coincidono con la (a) che per elementi reali. Se ne deduce 
l'esistenza di * rigate singolari immaginarie generabili come le rigate 
di Clifford da rette invariabilmente unite al triedro principale di una 
curva, che non sono a curvatura nulla sebbene abbiano nulla una 
delle indicatrici di Clifford; le loro generatrici sono perciò tangenti 
alV assoluto ». 

Aggiungerò di volo che invece tutte e sole le curve per cui — ==cost. 

sono tali che esiste una retta invariabilmente unita al triedro prin- 
cipale generante una sviluppabile. 
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Basta infatti esprimere (§. 6) che le immagini di Clifford della 
rigata generata da questa retta si corrispondono con uguaglianza di 
lunghezza d'arco per trovare, con le notazioni precedenti 

*Lti' + ^^ = o. 
^ p 

§.8. Queste considerazioni preliminari ci suggeriscono immedia- 
tamente un'idea, che ci servirà a stabilire una nuova forma assai 
notevole, a mio parere, delle formule del prof. Bianchi già citate. 
A queste formule il prof. Bianchi giunse esaminando i coseni di di- 
rezione della tangente, della normale principale, della binormale. Noi 
esamineremo invece i parametri di scorrimento delle stesse, che in- 
dicheremo rispettivamente con 

(a, p, Y ; a', r, fO ; (S, t], C ; S', r,\ C) ; (X, (t, V ; X', ^', v') . 

Per quanto s'è visto è 

a* + r + f = «'* + P" +7'*= 4*+ 7f + C= . . . . . . = 1 

aS + Pri+ yC = a'S'+ ^rf+fX' = SX + tiJ». + Cv = = 

da* H- #' + df = ^* = da" + dp" 4- d-r" 
(13) ( P 

dk* -^ d}i.* -\- dv* = da' ^ . 

dX'*+ dfi'* + dv'»= ^8 do*; X da+H-dp+vd-r = X'da'+. . . . = . 

Queste formule basterebbero col procedimento identico a quello 
che si segue per le formule di Frenet nello spazio piano a dare le 
seguenti formule; 



(14) 



da 4 di 
da p ' do 


a 
? 


X .dX i 
T ' da~T 


da' r dr 

do p ' do 


a 
P 


X' dX' 4' 

r ' do "" r 
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e le analoghe per p, y, ff 7', yj, C ecc. Però vi sarebbe V ambiguità 
di segno nei secondi membri delle (14) proveniente dal fatto che 

nelle (13) comparisce solo -2 » rm ® J^oi estraendo le radici quadrate 

saremmo incerti se dovessimo tenere — , =^ oppure — 7 -m* Ma le 

pi pi 

formule (14) si verificano facilmente partendo dalle formule del 

prof. Bianchi. Quanto alle 

do p ' rfo p ' 

basta ricordare i valori eflfettivi dei nostri parametri e la loro di- 
mostrazione riesce immediata; osserviamo ora p. es. la 

^^^ do p T 

Ricordiamo che 

£ r= Yii a?e — 7l8 a?! + T]8 0:4 — 7j4 ÌC3 . 

Per le formule del prof. Bianchi si deduce, ricordando che a = [xi]i 
e che X = [a? C]i , 

Ora Yji I2 — >]2 $1 + ^3 ^4 — "^l^ £3 non è altro che un parametro di 
scorrimento della retta polare della binormale; e quindi per un teo- 
rema già dimostrato (§. 2) è uguale a ± X a seconda del senso del 
parallelismo; e la (7) è dimostrata ^). In modo analogo si dimo- 
strerebbero le altre formule (14). 

Dalle (14), che così singolarmente si avvicinano alle formule di 
Frenet per lo spazio piano, deduciamo alcuni risultati, a mio credere, 
degni di nota. 



*) Qui si sono usate le (X, jjl, v) per indicare ambedue le terne (X, jjl, v) , 
(X', y-\ v'), ciò che certo non genera confusione ; si ricordi pure di non con- 
fondere la 5 con le g,. 
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Poiché l'integrazione di ciascuno dei due gruppi (14) di formule, 
8Ì riduce a un'equazione di Riccati, otteniamo: ^ 

* La effettiva costruzione di una curva di cui siano nate la cw- 
vatura e la torsione in funzione délVarco si riduce aW integrazione 
di due equazioni di Biccati „. 

Così se due curve si corrispondono punto a punto con paralle- 
lismo in un verso del triedro principale e pef* cui siano (p, T, a) e 
(pi, Ti, Oi) la prima curvatura, la torsione di CliflFord corrispondente 
e l'arco in punti corrispondenti, si ha 

^_T _^ ^ 
Pi ~ Ti ~ doi ' 

ciò che permette (come già osservò il prof. Bianchi per lo spazio 
piano) di ridurre la costruzione di una curva di cui siano date le 
equazioni intrinseche a quella di una curva per cui sia p = cost. 
oppure T = cost. 

L'analogia delle (14) con le formule di Frenet dà immediata- 
mente alcuni teoremi, per la cui dimostrazione basta ripetere parola 
per parola quanto si fa per dimostrare gli analoghi nello spazio 
piano. Così p. es. 

Se due curve hanno parallele le normali principali in punti cor- 
rispondenti, è costante l'angolo di tangenti corrispondenti e le curva- 
ture dell'una sono funzioni Wieari di quelle delV altra (ciò che può 
servire per lo studio delle curve di Bertrand nello spazio curvo). 

Così si può dedurre in altro modo da quanto si è fatto sopra 
tutta la teoria delle eliche, ecc. ecc. Quanto m'importa d'osservare, 
è che spesso i calcoli riescono più semplici nello spazio curvo, che 
nello spazio piano. Se noi p. es. volessimo trovare le evolute di una 
curva, basterebbe che noi cercassimo quando la rigata generata da 
una normale alla curva con coseni di direzione ($, cos y +X, sen (p) dove 
y è funzione di e) genera una sviluppabile, cioè quando le due im- 
magini di CliflFord della rigata si corrispondono con uguaglianza 
d'arco * 5 ». Ora è 

ds^ = 2 \d^ cos cp+c?X sen y — S sen ^f dy+X cos 9 d^ , a;],^ . 
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Partendo dalle solite osservazioni del §. 3, usando delle (14) 

e ricordando che 7^ ammette due determinazioni, si vede che basta 

annullare i termini con doppio segno della precedente espressione 
per trovare la condizione voluta; e calcolando si ottiene così: 

/do 
T- 

Il risultato piti notevole e di cui vedremo in seguito alcune ap- 
plicazioni è dato dalla seguente proposizione: 

A ogni curva C dello spazio ellittico corrispondono due curve C, C 
dello spazio piano che corrispondono alia C (e quindi anche tra di 
loro ) punto per punto con uguaglianza d^arco e di prima curvatura, 
e le cui torsioni in punti corrispondenti differiscono di una costante. 
Viceversa, due curve Cf, C" dello spazio piano che si corrispondono 
punto a punto con uguaglianza d'arco e di prima curvatura, mentre 
le loro torsioni in punti corrispondenti differiscono di una costante 
db 2, danno senza quadrature una curva C di uno spazio ellittico a 
curvatura + 1 che loro corrisponde punto a punto con uguAiglianza 
di arco e di prima curvatura e che ha per torsioni di Clifford in un 
punto le torsioni di C e di C" nei punti corrispondenti. 

La prima parte di questo teorema è evidente per le (14); di- 
mostriamo la seconda parte. Se noi chiamiamo (a, p, f), (S,ti,C), (X,|jl, v) 
i coseni di direzione della tangente, della normale principale e della 
binormale in un punto di C e con (a', p', 7'), (S', yj', C')» (^'» ^\ v') i 

coseni delle rette corrispondenti di C", se noi indichiamo con s, — 

l'arco e la curvatura di C e C" (in punti corrispondenti) e con 

Pp e 7p> le corrispondenti torsioni, avremo per le formule di Frenet 

nello spazio piano 



(«) 



1 1^ — A . ^ 

\ ds p ' ds 



do. 
rfs 

da' 



p 


di a 
' ds p 


X d\ $ 
T' ds=T^^ 


p 


' ds p 


T" ds ~ r **'''• 
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Poiché a« -f p* + 7' = a* + p'* + t"= S* + vf + (?=.... = 1 
noi potremo immaginare le (a,p,Y; a,^',/)» le (é,TQ,C; 4', t^', e 
e le (X, {t, V, X', \x\ vO come parametri di scorrimento di tre rette dello 
spazio curvo. Poiché per le (a) si ha da^-^-df+d^^ = da^^-d^-Vdi* 
la retta (a, p, 7; a, p', t') descrive (§. 6) una sviluppabile, cioè invi- 
luppa una curva C; e, poiché per le (a) 

Xa+|xp+v7 = XV+(x'p'+vY = X da t-ji. rfp+v d^ = X'da'+jt'dp'+vW = 

la retta (X, [t, v ; X', jt', v') é precisamente la binormale a questa curva 
nel suo punto generico; e poiché 

Sa+riP+CY = SV+y/P'+CY = S>^+ ^l^'+Cv = S'X+Yj'p'+CY = 

la retta ($, rj, C ; $', vj', CO è precisamente la normale principale alla 
curva C nel suo punto generico. 

Questi ultimi ragionamenti si potrebbero fare anche se nulla si 
sapesse circa alle torsioni di G e di C"; ma in tal caso non si potrebbe 
più dire che, se o é l'arco della C, si ha do-ds. Se noi suppo- 
niamo invece che ^ — ^ = cost. e per maggior semplicità suppo- 
niamo che ^ — ^ = ±2, allora si vede subito che do = d8; infatti 
si é visto che in uno spazio a curvatura +1, l'arco o é definito da 

da^^ìk di-h\i rfri+v dC) — (X' dr +|x'dTi'+v'dCO j . 
Che la differenza costante = — ^p sia ± 2 non toglie la gene- 
ralità; che se =^ — => fosse una costante distinta da ±2 si avrebbe, 

come si intende facilmente, una curva C di uno spazio ellittico a 
curvatura differente da + 1. (Del resto con una similitudine si può 
sempre passare da una tal coppia di curve a una coppia di curve, 

per cui sia ^ — ^, = ± 2 

Dimostrato che la C corrisponde alle C, C" con uguaglianza di 
arco, le (a) confrontate con le (14) dimostrano il nostro teorema 
completamente. 
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Un corollario che ci sarà di grande utilità è il seguente: 

" A una coppia di curve dello spazio piano a torsione costante, 
ma distinta, che si corrispondano con uguaglianza di arco e di prima 
curvatura corrisponde una curva a torsione costante dello spazio curvo 
e viceversa „» 

E qui appare sotto nuova luce il teorema che con quadrature si 
possono trovare tutte le curve a torsione costante dello spazio piano; 
perchè dal teorema poco fa dimostrato si deduce: 

" U problema di trovare le curve a torsione costante dello spazio 
piano e qu^ di trovare tutte le curve piane degli spazii ellittici sono 
equivalenti. Quindi poiché la risoluzione dell'uno è immediata, V altro 
è completamente risoluto „, 

Infine osserviamo che la generalizzazione agli spazii curvi, otte- 
nuta recentemente dal prof. Hazzaboni, della trasformazione ^) delle 
curve a torsione costante si può per questi teoremi interpretare nella 
metrica euclidea come una trasformazione di quelle coppie di curve 
a torsione costante, ma distinta, che si corrispondono con uguaglianza 
d'arco e di prima curvatura. 

Delle superficie di scorrimento. 

§. 9. A titolo di esempio, voglio enunciare qui un teorema sem- 
plicissimo circa alle superficie di scorrimento, a quelle supei-ficie cioè 
che possono esser generate da uno scorrimento continuo d'una curva 
e che (Bianchi À) ammettono perciò una seconda consimile gene- 
razione: 

Condizione necessaria e sufficiente affinchè una superficie sia di 
scorrimento lungo le u = cost. e le t? = cost. è che le tangenti alle 
u = cost. lungo una v = cost. siano parallele e così pure le tangenti 
alle V = cost. lungo una u = cost. Allora si potrà nelle forme qua- 
dratiche definenti la superficie porre E = G = 1, e fatto F = coso, si 



*) Bianchi. Giornale di Battaglini, 1884. 
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dovrà avem D' = seti '3 } viceversa s^ E = G = 1, F* + D'* = 1 Za super- 
ficie è di scorriìììento ìuììfjo le t/, le v. 

L'elemento lineare della immagine di Cliflford della rigata for- 
mata dalle tangenti a una i; ^ cost. lungo una M=cost. è dato 
(iadicando con d differenziali parziali rispetto a v) dalla: 



d8'=2 



=.rf^^2 






+ 



1 dx 
'^» ~^ T- 



1 ^x 



y/E 



du dv 



+ 



2 v'É^ ^4) ' 



L^espressione del secondo membro deve essere nulla. 

Sviluppando con le note identità, ricordando le formule che danno 
le derivate seconde delle {;r,) in funzione delle derivate prime e dei 
coseni di direzione della normale, e notando che 



Xi Xj^ T^ X4 





dxt 




dx, 


dudv' ■ 


d^x, 

■ 'dudv 



= D' 



Xi . . 


. . X4 


dx, 

3m- • 


dx4 

• ' du 


dv • ' 


dx4 

• • dv 



£. 



€4 



=±D'VeG— F* 



otteniamo in fine col solito significato del doppio segno 



(D' ± Ve g— f«)* + 



("f^-e^^ 

\ 9tJ du J 

4E(EG-F*), 



= 0, 



cioè 



112) 



D" + Ve g— f* = 2"! = . 
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Analogamente si troverebbe 



12 
1 



= 0. Si può dunque fare 



E = 0^=1 e quindi poi D'^sl-F*; le prime di queste tre formule 
dimostrano che la superficie riesce di scorrimento; T ultima dimostra 
la seconda parte del nostro teorema. 

Delle congruenze di raggi. 

§. 10. Le congruenze di rette nello spazio curvo furono studiate 
dal Fibbi in una sua memoria pubblicata negli " Annali della Scuola 
Normale Superiore Tomo VII, 1895 , ; noi senza entrare in casi par- 
ticolari, studieremo quali conseguenze si possano ottenere dalla con- 
siderazione della figura piana, generata tirando per il punto (1,0,0, 0) 
le parallele ai raggi di una congruenza fino ad incontrare il piano 
polare. Detto (a?,) il punto generico della superficie scelta come ini- 
ziale della congruenza, e (4i) il piano in esso normale al raggio cor- 
rispondente, il Fibbi pose: 



€i €. Sa €. 
dxi dXf dx^ dxi 



= E (iu« + 2 F rftt dv + G dì^ 



Xi X2 X^ X4 

di, di, dis (K4 



= E'dw' + 2 F'du dv + Q'dv" 
^dxidii = edu^ + if+f) àudv-i^gd^^. 



Noi avremo come elemento lineare dell' imagine piana suddetta: 

=2^-(2^^)'+2^^-(2^*)'±2K(te,e,de). 

Con (a;, cte, S, di) indichiamo al solito il determinante le cui linee 
sono {xiXiXsX4) (ctei , . . . ) (Si , . . . ) (d4i ,...); il doppio segno è 
dovuto alla solita causa. Quando (x, dx, i,di) = l'angolo di due 
generatrici consecutive ha una sola determinazione; quindi (§. 6) 
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(a?, dx^ 5, dS) = è, come già riconobbe direttamente il Fibbi, l'equa-- 
zione delle sviluppabili della congruenza. La parte ài segno costante 
nella formula precedente è, con le notazioni del Fibbi, 

(a) (E+EO du' + 2 (F+F) du dv + (G+G') dv^. 

La parte di segno variabile è, a meno del fattore ±2 uguale a 



(VI 



(p) 



E dw*+ 2F dudv + Qdv* e du* -(- {f+f) dudv + g dv* 
e du*+ (f+f) dudv + g dv" E'du*+ 2 F'du dv + G'di;* 



^ (Ef-¥e)du*+(Eg''F(f-f)'-(ìe)dudv + (Fg-Qf)dv* ^ 

VEG— F* 
_ (EY-re)du* + {F^g+r{f-f) — G'e) dudv+ (Fy-Gy) dv* 

La (a) e la (P) sono due forms quadratiche affatto indipendenti 
dalla superficie scelta come iniziale. 



§§. 11. Teor, Le uniche equazioni cui debbono soddisfare le forme 
(a) e (P) affinchè le form^ del Fibbi (già legate da facili equazioni 
algebriche notate dal Fibbi stesso) corrispondano realmente a una 
congruenza sono che la loro somma e la loro differenza siano forme 
a curvatura -j-l. (Si ricordi il fattore numerico che moltiplica le P). 

Questo teorema, che permette di generalizzare alle congruenze le 
equazioni di Gauss e di Codazzi^ si deduce ricordando che di una 
retta e quindi anche di oo* rette ossia di una congruenza si pos- 
sono dare ad arbitrio le immagini piane; ciò che definisce poi la 
congruenza. 

Il determinare i punti di un piano dello spazio curvo (o della 
sfera euclidea) di cui sia dato Felemento lineare si riduce air inte- 
grazione di un'equazione di Riccati. Dunque: 

Date le forme (a)^ (P) di una congruenza oppure le forme del Fibbi 
che soddisfacciano alle predette condizioni, V integrazione di due equa- 
zioni di Riccati basta alla determinazione effettiva della congruenza. 
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Le traccie sul piano rappresentativo delle rette della congruenza 

si ottengono (§. 4) dimezzando i segmenti unenti Spunti corrispondenti 

ideile due immagini piane; che, se indichiamo al solito con (Yi Y, Y3O) 

e (Zi Z2 Z3 0) punti corrispondenti di tali immagini e cori f la loro 

distanza, l'elemento lineare del piano riferito a tali traccie sarà 



Y,+Z, 



{yj2{l'\-cos^)j 



» fdYi+dZi Yi+Zi sen | , 

= 2 -+ — — i^ 

\2cos| 4 cos'I 



Esso sarà subito noto quando oltre gli elementi lineari delle im- 
magini piane si conoscano 'f e le derivate di f rispetto w, v, u\ t/ 
dove si immaginino le (w, v) le coordinate definenti (Y,), le {u\ v') 
quelle definenti (Z,) e]tutte e quattro si immaginino in questa de- 
rivazione distinte. Infatti 

2 2 dY dZ =c? 2 Y Z— 2 (Yc?Z + Z(?Y). 

Questa ultima equazione si riduce subito appena si ricordino le 
formule che danno cPZ, cPY per Y, Z e per i loro differenziali 
primi. 

Può forse interessare l'osservazione che basta conoscere l'ele- 
inento lineare del piano riferito a tali traccie (quando le t« = cost. 
t?=5Cost. siano le sviluppabili) se la congruenza è W. Infatti con 
una rappresentazione geodetica sullo spazio euclideo si faccia cor- 
rispondere il piano rappresentativo al piano all'infinito. Tale ele- 
mento lineare diverrà l'elemento lineare della sfera euclidea riferito 
alle immagini sferiche delle sviluppabili. Usando delle notazioni del 
prof. Bianchi (Lezioni, ecc. Cap. 10, §§. 149, 150) dovrà essere 

Di : D"i = D, : D''^ cioè posto p = é' 

dzdz , (121 3r (12) 3r (12) (12) (22) (11) _ 

(-^^ ai^.a^ + iik + UU + lil Ul-liiUr^ 
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mentre l'equazione di Guichard sottratta dalla precedente difenta 

3(12/ 3(121 
J^_il2M12) 122) nij -^ili '|2|_ 
^^^ dudv-\l\ 12! Ili I2Ì " -^u 3., ^' 

Quest^ultima dà un risultato della formn r = M(K,r) -h^/^M^Hf 
'^S^ (v) dv dove M è noto, 90')^ sono da tieter minarsi. Sosti- 
tuendo nella precedente equazione si ha '^ (r) in funzione Òi ^(n); 
derivando rispetto (u) si ottiene p^^r '^(n) un'equazione della forma 

Af + B'f 4 C f D<p' = con A, B, C note. 

Quest'equazione ripetutamente derivata rispetto ì\ dà il mezzo 
di determinare f, e quindi x e la cotigruenzn. Senza entrare ìu facili 
discussioni minute si osservi ancora che supposto F = le equa- 
zioni precedenti divengono 

3*r ^ 3* log y/EG ^ 3t 3r 3 l og y E 3c l^o^^^S^^ 
du dv du dv ' du dv dv Su du dv * 

Mutando i parametri delle i^ = co3t.^ f* = coat. si puù fare che 

p = ■ soddisfi ad ambedue ; posto così 
V'EG 

T = - log v/EG +/? (w) du +/4» (r) dv 
si ha * . 

tDtL = cD ^^^g^^ I x ^^Qgy/^ , 5(logVE, i QgVG)^ 

'P'r f 9^ -rs' 9^ -r d{u,v) 

e poiché 9 = (j)=^ è una soluzione, E è funzione di G. Ecco qui 
il teorema di Weingarten per le superficie W. Ma qui osserviamo che 
se è risolubile T equazione 

_J_ 3 log V G , J_ 3 log y/É 
9 (w) du f}^ (yi) 9y 

ciò che avviene p. es. per E == 1, G = sen^ u si ottengono dall'ele- 
mento lineare stesso altre congruenze W, 
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§. 12. Rifcorniamo allo spazio curvo e risolviamo la questione di 
riconoscere se una congruenza è W, appena ne siano date le forme 
fondamentali, o ciò che è lo stesso, gli elementi lineari delle sue 
immagini piane di Clifford. Perciò basta che noi ricordiamo che una 
retta è definita dai suoi parametri di scorrimento, che, come sap- 
piamo non sono altro che coordinate'proiettive di retta ; ora (Darboux 
Le9ons, T. S."" pag. 345) le coordinate di una retta che descriva una 
congruenza W sono soluzioni di una medesima equazione a derivate 
parziali del secondo ordine; cosicché, se (a, p, 7; oii, p, 7), sono i para- 
metri di scorrimento di una retta generica della congruenza, dovrà 
essere 

a P T- «1 Pi Ifi 

3a 37i 

du du 

doL 37i 

dv dv 

0= 3«a d^ 

du' aw* 

a^g av 

dudv dudv 

dt^ dv* 

Osserviamo ora che a* -f p* + 7' «=» 1 e che da* + dp^ + ^7? è 
noto, perchè è Telemento lineare di una delle immagini piane di una 
congruenza. 

Possiamo dunque concepire a, p, 7 come coordinate di un punto 
variabile su di una sfera euclidea, per cui sia noto Telemento lineare 
in funzione di u, v; si potranno quindi esprimere le derivate seconde 
delle a, p, 7 in funzione delle loro derivate prime, delle a, p, 7 stesse e 
dei coefficienti di questo elemento lineare; e analogamente per 
a , p', 7'. Sostituiti nel determinante precedente questi valori per le 
derivate seconde di (^, p. 7, a', p', 7') si sviluppi il determinante stesso, 
facendo la somma dei prodotti che si ottengono moltiplicando i 
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minori di terz^ ordine appartenenti alla matrice formata dalle tre 
prime colonne per i minori complementari. Se noi indichiamo con 
edu^'\-2fdu dv '\- gdv* e con e^du^ -{- 2 fdudv -j- g' dv^ gli ele- 
menti lineari delle due immagini piane, e poniamo /i = '^^eg — /*, 
A'=s\//j^ — f^ (supposti non nulli) facilmente troviamo i valori dei 
suddetti determinanti del terz^ ordine. 
Si avrà p. es. 



P T 



da 
du 

aa 

dv 



= A 



a 


P 


Y 


da 






dv 


• • 


• • 


3*a 






du* 


* • 


• • 



= — I < I A ecc. ecc. 



Indicbiamo con À il determinante 

(111 (11) 

1 



12 
1 


|12 

(2 


(22 

hi 


(22 
2 



e con ( - A) quello che se ne ottiene mutando i segni dell' ultima 
colonna; e analogamente poniamo A' e (-A') uguali ai corrispon- 
denti determinanti per il secondo elemento lineare. Si vede allora 
subito che la condizione affinchè la nostra congruenza sia W si ot- 
tiene ponendo uguali la espressione oUefiuta aggiungendo ad A la 
somma dei termini di ( - A) moltiplicati rispettivamente per i minori 
complementari dei termini corrispoìidenti di k! e ^espressione che si 
deduce da questa scambiando e ed éy f ed f, g e ^. 

Vogliamo ora esporre un'altra applicazione dei nostri principii 
alla teoria delle congruenze, e precisamente al concetto della ** den- 
sità „ di una congruenza in un punto. Per definire que^a densità in 
un punto P il Fibbi procedeva nel modo seguente. 

Si segni sul piano z normale in P al raggio corrispondente della 
nostra congruenza un intorno diù infinitesinio di P, e sulle rette della 
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coDgruenza che escono dai punti C di (io) sì segni il punto D co- 
niugato rispetto alPassoluto del punto C; le rette che uniscono il 
punto P a questi puntr D determinano su una sfera di raggio in- 
finitesimo r e di centro P un'area infinitesima r*diù\ il rapporto 

-j — è ciò che il Fibbi chiamava " densità , della congruenza nel 

punto P. Noi introdurremo qui a lato della " densità , definita a 
modo del Fibbi un nuovo elemento, che chiameremo " densità di 
Clifford „ di una congruenza, che forse è più adatto all' intima na- 
tura dello spazio ellittico, e che in ogni modo ci porterà a uno dei 
teoremi più importanti del presente lavoro. Tiriamo per un punto 
A dallo spazio ellittico le parallele, al modo di Clifford, alle rette 
della cpngruenza uscenti dai punti di d<ù; esse determineranno sul 

piano polare A un elemento infinitesimo rfo)"; il rapporto -j— (che 

avrà naturalmente due determinazioni) misurerà per noi la " densità 
di Clifford , (destrorsa o sinistrorsa) della congruenza nel punto P ; la 
media aritmetica di queste due densità misurerà ciò che noi chia- 
meremo la densità assoluta di Clifford della congruenza nel punto 
P. Procediamo al calcolo effettivo, osservando che senza scemare la 
generalità potremo supporre che il punto P sia il punto (1,0,0,0) 
e il piano ic normale in P al raggio della congruenza passante per 
P siano il piano (0,0,0,1). Prendiamo su dio due punti P', P" in- 
finitamente vicini a P e consideriamo i piani 7:\ tc" normali in P', F' 
ai raggi corrispondenti della congruenza. Ricordando le relazioni che 
legano le coordinate di un punto, di un piano, e la condizione af- 
finchè un punto e un piano si appartengano, si vedrà che a meno 
d' infinitesimi d' ordine superiore si potrà porre : 

F = (1, dXi, dx^, 0) 

F'=(l,ga:2,§rr3,0) 

7C' =(0,rfS, ,rfS3, 1) .^ '' 

^'' = (0,SS,', SS,, 1) 
dove d, 8 siano simboli di differenziali. 
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Conducendo le parallele nel primo verso, otterremo con le for- 
mule usuali, che le immagini di Clifford dei raggi per P, F, P 
avranno per coordinate rispettivamente: 

(-1,0,0,0) {"l-dxid^+dx^dit, -dxt-{'di^, "dx^-dl^.O) 

quando si prende il punto (0, 0, 0, 1) come punto da cui si tirano le 
parallele. À meno d'infinitesimi trascurabili queste tre immagini 
hanno dunque per coordinate 

(-1,0,0,0) 
(-1 , -dxt+c^zy -dx^-c^i, 0) 
(-1, -«ir^+SSa, -8a73-5£«,0) 

e Tarea da/' del triangolo da essi racchiuso è data da 



36 (fo)"* = 



-10 

-1 -àXi-hd^z-da^-dii .0 
-1 -Sxi+òiz" 8x^-8^^ 



d^ dx. 


+ 


dit dxt 


+ 


d^ d^ 


I 


dxz dX'z 


Sfe 8x3 


SS, Sx, 


8S3 SS» 


-r 


8xz 8a^ 



cioè da 
6da>" = ± 

E facile verificare che, con (opportuna scélta dei segni) 
6 d(o = 



e che 



6rfa)' = 

Calcoliamo dunque la somma 

d^z dx^ 

8^3 8xz 



dx. 


dx. 


8X3 


Sxj 


d^ 


dS^ 


8S3 


8S, 



di^i dx<i 
8S2 8x% 
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B parallelismo di Clifford negli spaxii elliiiici Si 

Ponendo 

vediamo subito che questa somma è uguale a 

(d 8-8 d ) /^— ?1«_L?^?^_?^?^_?^ ?^^ 
' \3t? 3tt 3t? du du dv du dv J 

e ricordiamo che, mutando il verso del parallelismo, tutto resta inal- 
terato, eccettochè questa somma si deve considerare col segno mu- 
tato, come dimostra un facile calcolo. Ora (come si notò per calco- 
lare le coordinate di F, F', n\ tc") è per noi 

dxi = dx4 = dii = d^ = ; 

quindi con le notazioni del Fibbi, ricordate più su, si vede che la 
sonMna precedente si può scrivere 

±{f-n{duSv-'8udv) 

dove il doppip segno corrisponde per quanto si è detto al doppio 
senso del parellelismo. Si ha dunque 

(a) 6 cfo)" = 6 rfo) + 6 d(ù' ± (f-f) {du Sv-Sv du) . 

La formula notata più su che dà d(o, diventa, poiché 

, 2 



">-^=("^ ■'£■'£)' 



(dove col simbolo tra parentesi si indica al solito un determinante 
del IV ordine (§. 3) ) e poiché dxi = dx4 = dii = (^==0 

(p) 6 do) = VEG— P* (du 8t;-8w dv). 

La (a) e la (p) danno il seguente teorema: 
Una delle due densità di Clifford di una congruenza in un punto 
differisce dalla corrispondente densità del Fibbi aumentata della cur~ 
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vatura dello spazio ambiente per 



v/EG— P 

a meno d'un fattore numerico. 

La densità assoluta di una congrìienza in un punto è eguale alla 
curvatura dello spazio ambiente aumentata della densità del Fibbi 
nello stesso punto. 

Condizione necessaria e sufficiente affinchè le due densità di dif- 
ford siano uguali è che f=f, cioè che la congruenza sia normale 
(teorema che presto ritroveremo sotto forma più opportuna). 

Si trova qui generalizzato a congruenze qualunque il fatto che 
per una superficie si definiscono due curvature; e noi possiamo 
dire che: 

La curvatura relativa e la curvatura assoluta di una superficie 
in un punto P non sono altro che la densità del Fibbi e la densità 
assoluta della corrispondente congruenza noì'male nel punto P. Questa 
ultima densità è uguale poi alla densità destrorsa e alla sinistrorsa 
della congruenza stessa nel punto P. 

Sulla teoria delle superficie. 

§. 14. Già abbiamo dai paragrafi precedenti alcuni teoremi sulle 
superficie, che noi ritroveremo qui in modo diretto, senza valerci 
delle formule generali ottenute nella breve scorsa sulla teoria delle 
congruenze. 

Siano con le notazioni solite 

E rfw^ + 2 F c7w di; + G di;^ D du"" + 2J)'dudv-\- D" dv^ 

le due forme fondamentali di una superficie (Bianchi A) ; e ne siano 
(Xi) e {ii) le coordinate di un punto generico e del corrispondente 
piano tangente. Avremo per elemento lineare dell'immagine di Clif- 
ford della corrispondente congruenza normale: 
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Sì sviluppi con le solite identità, lasciando i determinanti con due 

linee uguali; avremo 

dxi dXf dxz dx^ 



d8\ = ^dx' + ^di*±2 



'. (> e* i 

X| Xt ^ 374 

dS, rffi, <% di. 



dove è facile verificare che il doppio segno è dovuto al doppio senso 
del parallelismo. Ora è (Bianchi, loc. cit.). 

3S, FD'-GD dxi FD-ED^ 9». 
du EG-F» du "•" EG-F' dv 

FD"-GD dXi FD'-Eiy 3». 
EG-F* du "^ EG-F' a» ■ 

Usando di queste formule e ricordando che 



dv 



si ottiene che 



dxi 
du 

dxi 
dv 

dxi 
du 

Si . 

aji ^ 

du 



dx4 
du 

dx^ 
d^ 

€4 



= EG-F* 



dx^ 
du 

Xa 

du 



== + 



fd-ed; 

y/E G— F» 



^ 
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17. JFVtMm' 




dxi 


ax. 






du ' • 


du 






«1 . . 


.... «4 

...... 


_ FF— ED* 
n/EG— F» 




a«i 


as. 






dv ' ' 


■ • • • a» 




aiogament 


e 


dxt 






dv • ■ 


• • • ' a» 




■ 


«1 . . 


.... a;, 


_ FD"-GF 
VEG— F* 






a{4 
• ' ■ ■ a«> 






dxi 

dv • • 


ax, 
• • • • a» 






a:, . . 
$. . . 


.... a;, 


_FD'— GD 




\/EG— F' 




ali 


as4 






aw • • 


■ ■ ■ ■ aw 





dove i segni superiori (inferiori) vanno presi insieme. Sviluppando il 
valore di e?/* con le formule or ora ottenute abbiamo infine: 

ds'^ = edu^ + 2fdu dv -\- g di? 

dove, con le solite notazioni delle superficie, 

.= E + E'+2?:^=^ 
v/e G— F' 

>=F + F±«^^1^ 

Ve g— f' 

v/EG— F» 
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Qui di nuovo vanno insieme i segni superiori (inferiori) e l'am- 
biguità del segno à dovuta al doppio senso del parallelismo. E si 
noti che: 

La parte di segno costante e la parte di segno variabile di ds^^ 
potrebbero servire come forme individuanti un sistema di superficie 
parallele. 

La parte di segno costante è evidentemente la somma dei qua- 
drati degli elementi lineari corrispondenti suUe due superficie polari ; 
quanto alla parte di segno variabile si verifica facilmente che anche 
nello spazio ellittico la torsione geodetica di una curva nel punto A 

(torsione della geodetica tangente in A) è data da = + -7- (dove T 

è la torsione, s V arco, a V angolo con la normale alla superficie della 
normale principale della curva stessa) che essa è nulla per le linee di 
curvatura ed è data anche da 

(FI)^El)')du'+((}J)'-EU')dudv + (GtI)''-FU')dv' 
V^EG— P* (Edu* + 2F du rft? + G dv") 

Si ha allora che la torsione geodetica di un elemento di curva è 
uguale a meno di un fattore numerico alla parte variabile dei qua- 
drati degli elementi lineari di Clifford della superficie {cioè alla dif' 
ferenza dei quadrati dei due archetti immagine) divisa per U quadrato 
della lunghezza dell'elemento stesso. 

Siano ora le u^ v le linee di curvatura della superficie; ricordando 
le equazioni di Codazzi, otteniamo in tal caso 



= ^ 



sevrw2 



-(•+è) 



/•= ± Veg (cotg «),— cotg Wi) =± i^afj- ^^ 

dove n , ri sono i raggi di curvatura della superficie. 
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Queste formule sono tanto importanti per noi che non sarà male 
il rìtroyarle in un altro modo, che avrà il vantaggio di mostrarci 
quanto sia conforme alla natura intima dello spazio ellittico il 
concetto di parametri di scorrimento di una retta. 

§. 15. Formino le w=cost. e le t? = cost un sistema ortogonale e 
siano rispettivamente (X1Y1Z4), (X^Y^Z,), (X3,Y3,Z3) i parametri 
di scorrimento (in un certo verso) della tangente alla t'=cost., della 
tangente alla u = cost., e della normale alla superficie in un suo 
punto generico (a?,). È facile scriverne l'espressione eflFettiva; e se 
ne formiamo le derivate rispetto u^v ricordando le relazioni tra i 
parametri di rette polari e le formule che danno le derivate seconde 
delle Xi e le derivate prime delle £1 , €2, €3 , €4 otteniamo il seguente 
quadro di formule: 



dXi = 



dXj = 



tiXs 



2 v/EG dv v/E 



3E. 



du -\- 



2 v/e G aM 



8flx.+ £±^5x. 



^y/E 



2 v/EG dv Vy/G / 



du + 



2v/EGaM \/G 



±VE--^)X,-^Xi 

^ v/G/ \/E , 



du + 



'T^g__^x,-^x. 



vEy 



n/g 



con le solite considerazioni riguardo ai segni. Queste formule sono 
perfettamente analoghe alle corrispondenti dello spazio euclideo che 
se ne deducono ponendo D' per D' ± V^ E 6 . 

La determinazione effettiva di una superficie di cui siano date 
le forme fondamentali si Riduce alV integrazione di due sistemi di 
equazioni ai differenziali totali, ciascuno riducibile poi a un^ equazione 
di Riccati, 

Così anche nello spazio curvo, come nell' euclideo, si ha 

D rfw* + 2 D' du dv + D" eft;' = - ^^ (\/E Xi rfw.+ y/G X^ dv) rfXg . 

Così affinchè una retta di parametri X Xi+|i X2+V X3 (X, {jl, v co- 
stanti) per il punto (:r,) generi una sviluppabile quando ci si sposti 
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lungo una v = cost. devono essere uguali le immagini sferiche della 
rigata generata, cioè se iy = F = 

E se ciò avviene invece spostandoci lungo una u = co8t. è 

\ 2 v^ E/ 

Con l'aiuto del quadro di formule precedente possiamo risolvere 
un' altra questione : determinare cioè le congruenze i cui raggi tra- 
scinati in una qualunque deformazione di una superficie di partenza 
alla quale si immaginino invariabilmente collegati, formano sempre 
oo ' rigate di Clifford o, ciò che è lo stesso, formano una congruenza 
per cui una delle immagini di Clifford è degenere. Se le w, v sono 
rispettivamente le linee normali ai raggi tracciate sulla superficie S 
di partenza e le loro traiettorie ortogonali, i parametri di scorri- 
mento di un raggio generico della congruenza sono 

X==cos9Xi+sen ^Xa, Y=cos<'f Yi+sen(p Y3 , Z=cosyZi+sen9Z3 

dove tp è funzione di w, v. L'elemento lineare della immagine di Clif- 
ford ottenuta nel senso in cui si sono calcolati X, Y, Z è dato da 

ora è facile calcolare, appunto col quadro di formule di questo pa- 
ragrafo, che 

3X\* D* , fdfY , „ D a? , /cos^aVE , d'tVeg^ 




duj E . \duj y^aw \Vg a» • Vg 

D'±\/EG^ 



Ve 



+ 
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f C08 'f 



3 Ve 

3» 



d'tVeg\ /co8 9 a Vg 



+ sen» 

Veg 



- — sen o — 
VE 3u ^Vq) 



Àfìinchè V immàgine di Gli£Pord corrispondente sia degenere, deve 
essere 

[s(sr][2c^y]-(2s?)=o 

cioè deve essere nullo (il quadrato di) 



L _i cos 9 7^ sen ^ — + 

\Ve ^/ \ Ve 3« Vg/ 

, /d'±Vèg , a?\ /cos » a Ve , d'tVèg\ 

Si sviluppi ricordando che, se E è la curvatura della superficie 
di partenza, è 

Veg Ve Vg 

e si avrà 

_ ?? ^' 4. ^'f D ?-^ 4- ^^^y h ^ ^Ó^ _! cosy a^p 3 VE 

^^^ ^ aw yg E 9w yg 3w 3m y^ 3t? 3t7 "* 

3© D'+VEG , cos ce 3 Ve D'±VÉG ^ v^DwT A 

+ sen 9 ;^ —X sen ® K VEG = . 

3^ Vg vg 3^ Ve 

Si moltiplichi per D, si sostituisca a D D" il suo valore dedotto 
dalla penultima formula; il risultato dovrà esser identicamente nullo 
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in Di D'. Così sarà in primo luogo 

cos (p d VG 



Ve 3^ 



= 0. 



Per 9 = ^ si riconosce subito che K = e si hanno le normali 

a una superficie di curvatura nulla; per cos (p 4:0, deve essere G 
funzione solo di v; dovendo poi esser nullo anche il coefficiente di 

D', sarà ~- = 0. Analogamente otteniamo infine 

3 log cos 9 3 log VB 

dv dv 

^Q dv dv ^ \Veg ^ Vg ^7 

Se 9 è costante (che però noi supporremo sempre non nulla) si 
può fare E = G = 1 e si ottengono le rette inclinate d'un angolo 
costante su una superficie S a curvatura nulla e normali nel punto 
comune con S alla geodetica di un sist&tna (di oo' geodetiche parallele) 
che passa per il punto stesso. 

Se <p non è costante, si pone (p = v, E = cos* 9 = cos* v e Tyl-r 
tima equazione diventa successivamente: 

sen t? cos t? , 3 / sen t?\ , ^ a 
h sen 1; ;r- ± 2 sen t; cos t? = 

Vg 5^ \ Vg / 

3 /sen v\ , , /sen t;\ , . ^ 

+ cotg V ± 2 cos t; =5 0. 




sen V 



= H (2 fsen V cos v dv-\-C) 

y^ "■ sen 1; ^ ^^ 

Vg=± ^''"'^ 



cos2t? + C ' 
dove C è una costante. 
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Otteniamo così come superficie di partenza una superficie di ro- 
tazione (o una sua deformata) che al limite diventa appunto una 
delle superficie di Weingarten che si presentano nello studio diretto 
per lo spazio euclideo. 

Dopo questa ricerca, osserviamo ora che basta porre 

D' = 

nel quadro di formule di questo paragrafo e formare la somma 
ScfXI per ottenere appunto di nuovo Telemento lineare del §. 14, 
come volevamo. 

E qui osserviamo che il termine in du dv col doppio segno, che 
a prima vista può fare meraviglia quando si ricordino le cose ana- 
loghe per lo spazio euclideo e iperbolico, è invece cosa prevedibile 
" a priori „ perchè le u = cost., v = cost. sono appunto le sviluppa- 
bili della congruenza delle normali alla superficie (§. 11). 

§. 1 6. Ora noi ci facciamo la seguente domanda : 
Date le due immagini piane di una congruenza (in corrispon- 
denza biunivoca) come riconosceremo se la congruenza è normale? 

Intanto dallo studio fatto, quando per le w = cost., t? = cost. siano 
prese le linee di curvatura di una superficie, vediamo che è condi- 
zione necessaria che le immagini si corrispondano con equivalenza 
delle aree. Dimostriamo ora viceversa che, se le immagini sono tali 
che siano equivalenti due parti corrispondenti qualunque, la congruenza 
è normale oppure duale di una congruenza normale (questa ultiaia 
proprietà non è per nulla contraria alla generalità del risultato, 
perchè congruenze duali hanno le stesse immagini di CliflFord). 
(Cf. §. 13). Infatti, se le u = cost. e le i; = cost. sono le svilup- 
pabili della nostra congruenza (le linee che corrispondono con ugua- 
glianza d'arco sulle due immagini di Cliflford e che dimostreremo 
reali) allora la parte di segno variabile dell'elemento lineare delle 
immagini di Clifford si riduce al più al termine in dudv; e^ se le 
due immagini si corrispondono nel modo supposto, sarà nullo il ter- 
mine in '^ dudv jf nella parte di segno costante, o in quella di 
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segno yariabile. In quest^ ultimo caso la congruenza à a svilup- 
pabili indeterminate, cioè è formata dalle rette normali a un piano ; 
neir altro caso è F + F' = ; siano ora 

d^ = Adu"" + 2B du dv + G dv" , D du^ + 21)' dudv + D'' dv" 
le forme fondamentali di una delle falde focali della congruenza luogo 
del fuoco (Xi x^ Xz X4) e siano €, = -r— * i coseni di direzione del 

Va 3^ 

raggio per a;,; sarà E = F = 0; e affinchè F -f F= dovrà essere 

-=2||-(24D(2^Ì) = 



=1:- 



Ora è 



JL ^ 



2 
dv 



j_ dx 



-(2«g)(2e,^) = o. 



(2e|) = vS;(2.^) = ^-(2e|)(2^|^)-B. 



E così si ha: 



1 SA aA. J. ^ 
4 A* du dv'^ k ^ 



d^x yx 



du* dudv 



— B = 0. 



Ricordando che D' = si ha, detti (X, X» Xs X^) i coseni di di- 
rezione della normale alla superficie, che: 

d'x m\dx . \n\dx . . ^„ 

dove i simholi di Christo£fel sono riferiti alla forma 
Adu' + 2Bdudv-i-Gdv'. 
Si ricava: 

1 (11) ac 



-^3m* dudv 



1 i^M — 

2 13» 



+ir2is+" 
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cosicché si ha in fine (poiché A 4= 0) 



-'^i^+- 



ivii^+iyi 



du 



e poiché 
a\ ha 



AC — B«#0 , A 4:0 



12 

2) 



yi-o 



Se I ^ I = le t? = cost. sono geodetiche e la congr, è normale; 

se j 9 j = sarà per la superficie duale ! - | = e la congruenza 

duale è normale. 

Basta adunque far vedere che, come si ammise, le linee d^ugual 
lunghezza in una tale corrispondenza d'una sfera euclidea in sé stessa 
sono reali (nel qual caso si ha certo, come si suppose, A 4:0); in- 
fatti supposti i due elementi lineari riferiti al sistema reale ortogo- 
nale comune, essi assumono la forma 'Edu* -{- Q dv, È^du^ -|- G' dv; 
e le linee in discorso sono date da 

(E -ÈO dw*+ (G-GO d^ = 0. 

Poiché È Q -- f G' non possono le differenze È - È', G - G' 
avere lo stesso segno, essendo E, G, E', G' positive; quindi queste 
linee sono certo reali. Questa dimostrazione della realità di tali linee 
mi fu gentilmente comunicata dal prof. Bianchì. 

§. 17. Noi abbiamo dato in generale le condizioni cui devono sod- 
disfare le forme del Fibbi perchè corrispondano realmente a una 
congruenza ; non sarà quindi inopportuno il verificarle per la con- 
gruenza delle normali a una superficie, almeno quando per le w=cost., 
e le v = cost. si siano scelte le linee di curvatura. Esprimiamo in- 
fatti che il complesso dei termini che compaiono nell'espressione 
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della curvatura di 

e du^ + 2fdu dv ^- g dì? 

e che contengono linearmente * /* « e le sue derivate è nullo ; ciò 
che deve avvenire nel nostro caso perchè scambiando il segno di f 
Felemento resta ancora un elemento sferico; otterremo 



ri 



du 



1 + 



rin 



aiog[E(i+i) 



ri 



dv 



+4v 



dv 



1 + 



vin 



l.g[E(l+^) 



du 



+ 



■1 

du 



^'^<-^) 



11 terzo termine di questa somma è 



= 0. 



n rg^a'logE 






du dv 



+ 



+2 — ^..:; ''\ 



a 


ri _ 1^ 


dv 


1+ ' 



3w3t? 



< a log E 
f du 



)+ 



du 



) 



Unendo i termini che contengono E e quelli che contengono G, 
l'uguaglianza precedente diventa dunque 



ri rj d log E 



1 + 



dv 



+ 2 



dv 



i-k^-^HrM 



in- 



dù 



nrt 



+ 



+ 



fl-hdio^ a/f.-^AMi4) = o. 



aui^^.i 



az; 



a+- 



3u 



nr/ 
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Sostituendo poi a — ^ — , — ~ — i valori dati dalle formule 

di Codazzi si ottiene un'identità in — , — . 

ri Tt 

Tolti i termini così dimostrati nulli, per far vedere che la cur- 
vatura dell'elemento è + 1» basta far vedere che: 



-1 



'M'^MT'^M'*^] 



'[«(-yj 



dM 



+ 



"'"a» 



{-(-yi 



Veg / 



1+ 



nn 



dv 



Sostituendo a ;r— ( — J , ;^- ( — ) i valori ricavati dalle equa- 
du \riJ dv Xr^J ^ 

zioni di Codazzi, l'equazione precedente diventa l'equazione di Gauss 



1 + 



nrj 



1 J3 / 1 ay'G 
VMP«Vv/é 



du 



+ 



1 a^E^ 



3^ VVG 



dv 



D'avere qui 2 equazioni in luogo di 3 (2 di Codazzi e 1 di Gauss) 
è dovuto all'essere sottintesa la f + T = che esprime essere equi- 
valenti parti corrispondenti delle due immagini. 

§. 18. L'angolo che due elementi corrispondenti (su due superficie 
polari ) A A', B B' formano tra di loro è subito misurato quando si 
pensi (§.2) che la direzione BB" coniugata di B B' in B è appunto 
la retta duale di A A' ed è quindi parallela ad A A' nei due sensi; 
quindi gli angoli di A A' con BB' sono uguali o supplementari a 
quelli di BB' con BB". 

Se k.à! è tangente a una lìnea dì curvatura per A, essa è nor- 
male a BB^ in ambedue in sensi (e quindi incontra BB'). Ora noi 
vogliamo studiare ciò che avviene per l'angolo 'f di elementi cor- 
rispondenti su una superficie e sulla immagine piana (costruita in un 
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certo senso). Prenderemo a linee u, v le linee di curvatura e misure- 
remo 9 nel medesimo senso con cui fu costruita V immagine piana. Per 
la singolarità del risultato faremo i calcoli in due modi, di cui Tuno 
darà sotto forma razionale cos<p, l'altro sen^. Sia (YiY2Y30) il 
punto immagine del punto (xi) della superficie relativamente al piano 
074 = e siano (X») i coseni di direzione della parallela condotta 

per (Y) air elemento uscente da (x) coi coseni di direzione [-f-ji 

avremo, indicando con da l'arco corrispondente dell' immagine piana 



cosy ; 



^XrfY ^ 1 

do ds da 



dYi Yi [dx,x],. 



dYg 
dYa 



cos*(p = 



1 

ds^do* 



Yt [dx, x]2 
Y3 [dx, x]^ 

"^[dx^x] [i,x] 



da' 

1 

2 [dx, x] d [S, x] 2 [ÌM [dx, x] ds' 

e, ricordando le solite identità: 

. r^(dx,x)d{i,x) y_ f 2[dx,x][^Aì y_ 
'"p^^-y dsdo )-^~\ d^s j- 

^2 dx di] 



COS( 



donde 



_ _ /2 dx di V 
~ \ dsdo ) ' 

2 dxdj 



sen <p = ± 



dsdo 



Valendoci ora delle notazioni e delle formule nel quadro del 
§.15 troveremo cosy sotto forma razionale. 
La terza formula di questo quadro dà 



f = .VaK.--|x,)g + (.V«._|x.^* 



da 
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I parametri di scorrimento della retta unente il punto {u,v) della 
superficie al punto {u-\- dUj v + ^^) sono 

Si ha con le nuove notazioni 

dXz X3 \/E du Xi -f- \/G dv X2 
rfYa Y3 v/ÈrfwY, + vGdt?Y, 
dZa Za \/È dw Zi + v/G rft? Z« 



cosy = 



dsda 



Si sdoppi in due determinanti il secondo membro, sostituendo 
poi a dXa, rfYa, dZz i loro valori; otterremo 

JL^ A3 JLi 



dsda 



VG 



il / _ W/ \ 

cos <p = ^^^^ ^ v/E du 1 ± v^E rfw dv \ 



D 



-f- V^G dt? ( ^ rfw + v^G dv 

v/E 



Y« Y, Y, + 

Zg Z3 Zx 

Al A3 Aj 

Y, Ya Y, 

Ùl Ìà% Ìà% 



Questi due determinanti sono uguali uno a -f 1, Taltro a — 1; 
dunque 



cos 



y = ±^J^/'Edw»±\/EG^^ - ^dudv^Q^d'^ 



Dalle formule che danno cos 9, sen(p (che immediatamente si 
riconoscono equivalenti) abbiamo: 

he assintotiche sono caratterizzate da ciò che la tangente in un 
punto è parallela alla tangente nel punto corrispondente alla curva 
immagine. 

Le linee di curvatura sono caratterizzate dal venir spostate di an- 
goli uguali nelle due immagini piane. 

Per le assmtotiche essendo dunque cos 9 = 1, si vede che queste 
proprietà sono affatto differenti dalle analoghe per lo spazio euclideo. 
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§. 19. Notiamo che 

Dunque 

Il rapporto delle aree dei due etementi infinitesimi corrispondenti 
std piano immagine e suUa superficie (intomi dei punti A', A corri' 
spendenti), è uguale alla curvatura della forma quadratica dante V de- 
mento lineare della superficie nel punto A, cioè alla curvatura asso^ 
luta della superficie. 

Invece la curvatura relativa è data dal rapporto di elementi in- 
finitesimi di due superficie duali. 

Come si vede avviene un fatto analogo a quello che si presenta 
per la torsione delle curve ; ciò che unito ai fatti enumerati in questi 
paragrafi, dà luogo all'osservazione che le proprietà della parallele 
dello spazio euclideo sembrano in molti casi sdoppiarsi in due classi, 
l'una di proprietà che si conservano nello spazio iperbolico, Taltra di 
proprietà che si conservano nello spazio ellittico. Si osservi ora che: 

L'angolo delle linee immagini delle linee di curvatura è dato dal 
complemento di ±{u\ — m?^) a seconda del senso del parallelismo. 

Notiamo ancora esplicitamente un risultato altrove accennato: 

Per le superficie a curvatura nulla e per esse sole V immagine 
piana è degenere. La prima parte di questo teorema si poteva pre- 
vedere, notando che le assintotiche di una tal superficie sono a tor- 
sione ± 1. 

Così, come la media dei quadrati delle torsioni delle assintotiche 
in A è uguale alla curvatura relativa della superficie in A, così la 
media dei quadrati delle torsioni di Clifford è uguale alla curvatura 
assoluta. 

I sistemi ortogonali della superficie che tali si conservano nel- 
r immagine piana sono dati da 



Edu Qdv 

E 



l-du^±yjEQ(~--)dv -4-dt^±v/EG(---)rfw 
^W2 \ri rj sen*«*'i ^ Vn rg/ 



sen'w;2 



= 



£ 
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cioè da 

Per le superficie minime si ha Wi-\- ir^^O; dunque: 

Fer le superficie ad area minima le iisslntoUche^ ohe formano un 

sistema ortogonale sulla superficie tali si conservano nelle immagini 
piane. 

§, 20. Ora, seguendo i consigli del prof* Bianchi^ applicherò i 
risultati precedenti alle superficie W. 

Sia 

ds* = E du' + G dv* 

l'elemento lineare di una tal superficie, quando le UfV siano le linee 
di curvatura; essendo identiche le formule di Codazzi per lo spazio 
nostro e per lo spazio ellittico, le formule di Weingarten varranno 
anche qui; cosicché posto 

F-l Q- ^ 

con 

avremo per Telemento lineare dell^immagine piana: 

cioè: 

Per VÌI a siqjerfìcle'W è f=^cosL, ed " e ^^ è fimzione di " g „; 
la determinazione delle superficie W è così ricondotta alla ricerca 
di tutti i siffatti elementi lineari del piano ellittico o della sfera 
euclidea. 

Viceversa, soddisfatte queste condizioni, si potranno scrivere le 
formule precedenti; e allora per T osservazione di Weingarten sono 
soddisfatte le equazioni di Codazzi, e per un calcolo precedente è 
soddisfatta T equazione dì Qauss. 
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Ma noi vorremo esaminare più precisamente questo risultato, e 

vedremo il fatto notevolissimo che delle due condizioni " f= cost. „ 

ed " g funzione ài g „, Tuna è conseguenza dell'altra quando già si 

sappia che 

edu^ '^2fdudv-{' g dv^ 

è l'elemento lineare di una delle immagini di una superficie riferiija 
alle linee di curvatura. Infatti poiché \e u^v sono le linee immagini 
delle linee di curvatura, l'elemento sferico 

e du^ -\-2fdudv'\-gdìf 

deve rimanere a curvatura + 1, cambiando il segno di f. Ricordando 
che f è costante, e sottraendo l'una dall'altra le equazioni che espri- 
mono essere uguali a +1 le curvature delle forme 

e du^ ±2 f du dv -\- g d'i^ ^ 
otteniamo (ponendo per semplicità /*= 1) 



V^^^ ^\ 



\eyeg 




= 



Cloe: 



donde 



ossia 



du dv dv du 



djeg) de d (eg) 3^_q 



du dv 



de 
du 



dv du 



de 
dv 



Ì9 
du 

dv 



= 



Dunque il nostro teorema si può enunciare nella forma seguente: 
La ricerca delle superficie W dello spazio ellittico si riconduce alla 
ricerca degli elementi lineari della sfera euclidea per cui f è costante 
e che restano a curvatura + 1 mutando il segno di f. 
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G. FìMni 



Così si spiega Porigine delia condizione dei teoremi di Wein- 
garten dello spazio euclideo • che sia e funzione di g ^. 

Di più noi vediamo: 

Condizione necessaria e sufficiente affinchè una superficie sia W 
è che si possa fare: 

v/EG(i-^) = co8t.. + 

Se f è costante non nulla edeeg sono funzioni tali della u o della v, 
che non mutano valore scambiando "u„in^-u^^o"v^in^ -t? , 
V elemento lineare corrisponde all^immagine piana di una superficie W. 

Infatti scambiando u in — u (oppure f? in — v) e e g non mu- 
tano di valore, mentre f cambia solo di segno ; e ci troviamo quindi 
in presenza di due forme a curvatura -f 1 che diflferiscono solo per 
il segno di f costante* 

Dobbiamo ora risolvere esplicitamente una questione, già accen- 
nata altre volte, di costruire cioè per quadrature una superficie di 
cui siano date le immagini piane; il processo è affatto differente da 
quello che si segue nello spazio euclideo, ma ancora più semplice. 

Siano (Yi Yg Y3 0) e (Zi Zj Z3 0) due punti corrispondenti delle due 
immagini piane sul piano X4 = 0. Scegliendo il piano ÌC4 = come su- 
perficie di partenza della corrispondente congruenza normale avremo 
(§. 4) per un raggio generico di questa congruenza 

Yx+Zi Y2+Z, Y3+Z3 



V2(1+SYZ) 



Xo —— ' 



x^- 



,0:4 = 



V2(14.ì:YZ) V2(1+SYZ) 

* Y3Z2 — YgZs . Yi Z3 — Zi Y3 ^ Y2Z1 -- YiZg . __ /1+5jYZ 

V2(UXYZ) V2(1+ì:YZ) V2(1+XYZ) 2 

Per essere questa congruenza normale, potremo porre 
rfw?= — ^ ii dxi 
d(Yi+Zi) d(Y,+Z8) d(Y3H-Z3) 
Yi Y, Y3 

Zi Zj Z3 



w = 



2(i+21yz) 
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e per il punto generico {x) di una delle oo^ corrispondenti super- 
ficic; avremo allora 

X; = Xi cos w -{-ii sen w 

dove in w entra una costante arbitraria additiva. 

Vogliamo ora interpretare questi fatti in metrica euclidea; preso 

un punto (a?,) dello spazio ellittico poniamo x =~, y = — , z= — 

X4 Xi X4 

dove gli assi delle x^ y, z formino un triedro trirettangolo ; un punto 
per cui a?4 = rappresenta un punto del piano all'infinito e i valori 
di Xi^Xi^oi^ danno i coseni di direzione corrispondenti; osserviamo 
che la metrica sul piano all'infinito essendo relativa alla conica 
^ + y* + ^ = 0, essa coincide con V analoga del piano ÌC4 == 
nello spazio curvo, che è riferita alla conica a:f -|- ^ + ^ = 0. 
Cosicché la coppia di elementi edu^ ±2fdu dv 4- gdi^ del piano 
aj^ == corrisponde alla coppia stessa di elementi lineari per la sfera 
dello 'spazio piano se per un momento facciamo corrispondere un 
punto A del piano 0:4 = a quel punto della sfera che determina 
la direzione corrispondente nella suddetta proiettività al punto 'A. 
L'assoluto resta poi mutato nella sfera immaginaria 

^ + ^" + ^+1=0 

cosicché abbiamo infine: 

Data una coppia di elementi sferici edu^ ±2fdudvg dv^ con f 
costante, le rette parallele al raggio determinato dal punto di mezzo 
di uno degli archi terminati a una coppia di punti A, A' corrispon- 
denti, e passanti per un punto B posto sul diametro normale a que~ 

sfarco e distante dal centro della sfera di tang. ^ (dove ^ sia la di- 

■ £1 

stanza dei punti A, A') genera una congruenza W, i cui piani focali 

sono antipolari rispetto alla sfera stessa, 

§.21. Ritornando allo spazio curvo, daremo alcuni esempii sem- 
plici di questi teoremi, che ci condurranno anche a interessanti con- 
seguenze. 
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Il problema di determinare le sviluppabili dello spazio ellittico 
è equivalente a quello di determinare i nostri elementi sferici per 
cui 9 (P) = p cioè jf =^ *= 1 cioè gli elementi edt^-\- 2dudv -{- dv*; 
poniamo u' = u, v' = u-\-v; questo elemento diventa F altro 

(e-l)du'^ + dv'* 

cioè quello relativo alle superficie canali dello spazio piano che, come 
si deduce dalle formule di Weingarten o da quelle di Codazzi hanno 
costante o la ^ o la ^ purché si scelga opportunamente il parame- 
tro del corrispondente linea di curvatura; del resto è cosa nota che 
tutte le sviluppabili dello spazio ellittico sono conosciute. 

Un altro caso ben più interessante è quello, per cui Wi-W2 = cost., 
perchè le evolute di una tal superficie sono superficie pseudosferiche 
complementari; l'angolo delle immagini sferiche delle linee di cur- 
vatura dovendo (§. 19) essere costante, il problema della determi- 
nazione di tali superficie è identico al problema di determinare gli . 
elementi sferici della forma 

con K costante, ossia della forma 

e-^^da' + 2cosodad^ + ^^ df 

dove è costante (complemento di ± {wi — w^j^. 

La torsione geodetica di un elemento d' una tal superficie è pro- 
porzionale così a j % 1 ^ì PÌ^ osserviamo che il nostro risultato 
si può enunciare: 

Per trovare tutti i sistemi di linee che dividono la sfera m oo* 
parallelogrammi infinitesimi equivalenti basta trovare le immagini di 
Clifford della piic generale congruenza normale pseudosferica dello 
spazio curvo. 

Confrontando questi risultati ottenuti su tali elementi lineari sfe- 
rici con quelli ottenuti dal prof. Bianchi nella sua memoria del 
T. XVIII degli Annali di matematica (1890) si ottengono alcune 
conseguenze a mio parere notevoli. 
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Il prof. Bianchi vi dimostra che ogni elemento sferico 

(a) d^ = B.\du*i-Bl dv 

con 

dove a sia costante è Telemeoto lineare della immagine sferica di 
una congruenza pseudosferica euclidea riferita alle linee corrispon- 
denti alle assintoticbe delle falde focali; e che posto 

si può porre 

T / n n \ 

sen da 



cioè 
(S) 



[ e JHi sen — rfw + H? cos — dv\ = i 

JHi sen -^du — H, cos — dvj = sen o rfp 



Hi du = co8-^{e "^ da + e^ dp) 



Hj dv = sen — (e ^ da — é^ d^) 



cosicché l'elemento (a) si può anche scrivere 

(s) d^ = e~2T^2_^. acosaefadg + a^-^rf^* 

dove le a = cost. p = cost. sono le traiettorie ortogonali delle im- 
magini piane delle sviluppabili della congruenza; e che viceversa 
ogni elemento (=) si può porre sotto la forma (a), dove sussista (3- 
Di più detti 26, 2(0 gh angoli tra le assintotiche sulle due falde focali 
della suddetta congruenza pseudosferica, si ha che: 

n H = ^^^ ^^ "^ ^^) H ^ cos (9— q)) 

cos ^ sen 1^ 



Digitized by LjOOQIC 



60 0. Fubini 

dove 

9(6-0)) .0 .^ . 3(e+co) ^ o ,. ^ 

(ì]) 3^ =tg 2-008(6+0)) , -^^=-cotg2-cos(6-o)). 

Ora noi abbiamo fatto Tosservazione che quando il coefficiente 
di du dv è costante, e il coefficiente di du^ è funzione del coeffi- 
ciente di dv^^ Teiemento lineare resta sferico mutando il segno di f. 

E ci proponiamo così la questione seguente: 

Qual relazione geometrica passa tra le due congruenze W deter- 
minate secondo il metodo del prof. Bianchi partendo dall'elemento (e) 
e dalVelemento 

(0 e-2^ da*— 2 cos a da d? + ^^ dp* 

che^ se ne deduce mutando il segno di cos o ? 

L'elemento (s') si deduce da (e) mutando o in n — o ; cosicché 
l'elemento (a') che si deduce da (e') come (a) da (e) sarà 

(aO , d5* = Edtt'* + Gdt)'* 

e avranno luogo le relazioni: 



(8') 



(0 



Ve du' = sen -J (e"^ doL + e" 



V' a rf/ = cos J (fi—" di — e" rfp) 

y^ ^ cos(9i+o)i) y^ ^ cos (9i -- oìQ 

a ' a 

sen — cos -^ 



dove gli angoli 6i o)i soddisfanno alle 

(iqO 3^/ ^ = -tg- cos (6,-0)0 , d^^ ^ =cotg^cos(9,-fo)0> 

Le (?)' confrontate con le (S) ci dicono che w' è funzione della 
sola u Q v' della sola i?; confrontando i valori di 

e""*^ da ± e*^ dp 
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ricavati dalle (S), (8') e ricordando le (C), (0 si ottiene 



(6) 



^o^? ^ c^s (6i+a)i) dw' = tg -^ cos (9+0)) du 

a ù 



tg -^ cos (9i - (Di) rft;' = cotg -^ cos (9— co) dv . 



Nei secondi membri di (rj)' portiamo i valori dati dalle (9) e quindi 
poniamo per tg - cos (9 + w) e per cotg ^ cos (9 - w) i valori ri- 
cavati dalle (tj). Otterremo 

a (9i+(o0 _ 3 (9+0)) dtJ^ 
3t?' 3t; c?v' 

w 

3(9i-o)i) _ 3(9-0)) dw 
3w' 3w dvC 

È quindi naturale porre 

9i {vlf v^) = 9 {u, v) ; o)i (w', v') = o) (w, t?) 
che per le (9) danno 

(X) w' = wtg*~ , t/ = i?cotg* — 

e quindi 

/ 9,(i^>') = 9(w,t;)=9(t.'cotg^|, v't^j\ 

' ctìi (uf, /) = o)(w, tj) = 0) U cotg* ^, , v'tg* ^\ . 

E del resto si verifica subito che questi valori di 9i e di o)i, sod- 
disfanno alle (vjO e allora per i teoremi del prof. Bianchi e per le (CO 
si ha Telemento sferico (a') che si deduce da (s) nel modo stesso 
che (e) da (a). 



£ 
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Le ([i) danno appunto il seguente teorema: 

Le immagini di Clifford di una congruenza nonnale pseudosferica 
dello spazio curvo riferita alle sviluppabili ammettono come dementi 
lineari gli elementi lineari delle immagini sferiche di due congruenze 
pseudosferiche dello spazio piano, riferite alle traiettorie ortogonali 
delle sviluppabili {che quindi si corrispondono sulle due congruenze); 
le falde focali di una delle due congruenze sono trasformate di lAe 
delle falde focali délValtna; e la trasformazione di Lie per cui si passa 
dalie une alle altre è subito determinata appena sia data una delle 
dtce congruenze. 

Così la geometria dello spazio ellittico dà una interpretazione 
geometrica di una qualunque trasformazione di Lie applicata a una 
superficie pseudosferica, quando questa si immagini come falda fo- 
cale di una opportuna congruenza pseudosferica. E la più generale 
trasformazione di Backlund per lo spazio piano si ottiene così dalla 
sola trasformazione complementare dello spazio ellittico, mentre la 
trasformazione di Lie nasce di per sé stessa per il fatto del doppio 
senso del parallelismo. E, con un linguaggio meno corretto, noi 
vediamo sdoppiarsi la trasformazione di Backlund in una trasforma- 
zione complementare e in trasformazioni di Lie. 

Notiamo ancora che da una congruenza pseudosferica dello spazio 
piano si ha tosto un elemento lineare sferico 

e"^'^ du^'\- 2 cos dudv + &^'^ dt^. 

La sola risoluzione di un' equazione di Riccati basta per deter- 
minare Felemento associato 

e'"^^ du^ — 2 cos o du dv + e^^ dv^ 

e quindi la più generale congruenza normale pseudosferica dello spa- 
zio curvo. Quindi: 

Nota una congruenza pseudosferica dello spazio piano si hanno 
con la sola risoluzione di un'equazione di Riccati due superficie pseudo- 
sferiche complementari dello spazio curvo e un'altra congruenza pseudo- 
sferica dello spazio piano. 
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Viceyersa sìa data una superficie S dello spazio ellittico per cui 
1^2 — Wi = cost, cioè una congruenza normale pseudosferica e si co- 
noscano le linee bisettrici delle immagini piane delle sviluppabili. Si 
avrà allora un sistema ortogonale di linee tale che il doppio sistema 
delle sue traiettorie isogonali sotto un certo angolo dividono la 'sfera 
in parallelogrammi infinitesimi equivalenti. Con quadrature si ottiene 
(Bianchi loc. cit., §. 33) un sistema ciclico ortogonale alla sfera tale 
che gli assi dei suoi circoli formano una congruenza di Ribaucour 
a generatrice pseudosferica; donde si deduce una superficie pseudo- 
sferica e una sua deformazione infinitamente piccola e quindi una 
congruenza pseudosferica. 

Cosi da una congruenza pseudosferica normale dello spazio curvo, 
cioè da una superficie dello spazio curvo, per cui sia 

Wi — w?2 = cost. 

si deducono due congruenze pseudosferiche dello spazio euclideo e quindi 
una tetrade di superficie pseudosferiche dello spazio stesso, appena si 
conoscano le linee bisettrici delle immagini piane delle sviluppabili. 

§. 22. Il quadro delle formule del §. 15 ci dà infine un'altra 

conseguenza. 

Sia 

rfs« = Hf c?pf + Hfrfpl + Bldt4 

Telemento lineare dello spazio curvo riferito a un sistema triplo or- 
togonale e indichiamo con (XijXgjXa) (Y1Y2Y3) (Z1Z2Z3) i para- 
metri di scorrimento delle normali rispettivamente alle pi-cost., alle 
P2-cost., alle ps-cost. Avremo subito per il quadro di formule suddetto 





1 

"H, 


dm 

dpi 


X, 


1 
m 


dm 

d[H 


Xi 


axt 


1 


dm 

3fi 


X. 


±m 


X, 





{i^k:^l). 



aXi 1 9H, 

dpi m opi 
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In queste formule, da cui si dedurrebbero subito le relazioni che 
legano Hi H^, B3 il doppio seguo è da attribuirsi al doppio senso del 
parallelismo; e fissato questo si ricordi che si prenderanno i segni 
superiori o i segni inferiori a seconda che (ikl) è una permutazione 
pari ó dispari (dispari pari). 

Poiché risulta così H<* = ( 2^' T~) ^^^' ^^ ^*- 

Due sistemi tripli ortogonali corrispondentesi punto a punto con 
paraUelismo in un verso del triedro fondamentale sono ugu^ali tra loro. 

Sulla rappresentazione Blemanniana 
di rette parallele e sulle superficie isocicliche. 

23. Le formule che danno la trasformazione da coordinate di 
Riemann a coordinate di Weierstrass sono le seguenti: 

_ i-(a^+y»+;g^ X y z 



Un piano generico è rappresentato dalla sfera dello spazio eu- 
clideo 

a^+y*H-2;*+ai x f o^ y+ag « = t 

con ai, Os, Os costanti arbitrarie; e tutte queste sfere tagliano se- 
condo un circolo massimo la sfera 

Un sistema di generatrici della sfera a^ -^ 1^ -{- 2^ -{- — = è 

4 

dato da . 

^ + ^ + >^(y—i^) = o 

(a) 



y-hiz — X (x — -^J=0. 
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m 






per trovare a quali coppie di generatrici della sfera a?*+y*+2;*+ j = 
il cerchio (^) (immagiae di una retta dello spazio curvo) si appoggia 
si sottragga da (p) la a?* + y* + ^* + j = 0; e dalle equazioni così 
ottenute e da (a) si eliminano x, y, z. Si otterrà per determinare X 





-1 


«1 


<H «s 






-1 
i 


1 


b, b, 
X -iX 


= 




i\ 


-X 


1 i 




Da cui si deduce: 








Affinale il cerchio (P) e 


U cerchio 




«*+ì 


f'-V^+a 


'i x+a't y+a'a z — 


4=0 



a*-itfW-\-b\ x+b\ y+ò's « — j = 
si ajipoggino alla medesima coppia di generatrici di 



«!*+»*+«*+ ^ = 



deve essere 



-1 «1 
-1 b. 


+ 


bi bi 
Ut Os 


■ 


-1 a, 
-1 6. 


+ 


b, b, 
03 a, 




-1 ai 
-1 63 


+ 


61 ft. 
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+ 


&'. b', 
a\ a'. 



Digitized by 



Google 




99 a. Fubmi 

Quindi (§. 4). 

Nella rappresentazione conforme dello spazio curvo rette parallele 
sono rappresentate da cerchi che si appoggiano a una stessa coppia 
di generatrici sghembe della sfera immagine dell'assoluto. 

§. 23. Da ciò e da un teorema del prof. Bianchi più volte citato 
si deduce: 

Le superficie generate da un cerchio che si muove, deformandosi 
no, e appoggiandosi sempre a una stessa coppia di generatrici sghembe 
di una sfera 3i^ -{- y^ -\- z^ -\- 1 = ammettono la famiglia di questi 
cerchi come famiglia di curve isoterme. 

Questo teorema è generalizzabile; si ha infatti: 

Tutte le superficie cerdiiate di uno spazio piano, che ammettono 
la famiglia dei cerchi generatori come famiglia di curve isoterme si 
possono ottenere nella rappresentazione conforme su uno spazio piano 
degli spazii a curvatura costante come immagine delle ngate isoterme 
di qtcesti ultimi spazii, cioè (Bianchi A) come immagine delle rigaie 
generate dalle binormali a una curva di torsione eostjante. 

Dimostrato questo teorema^ si ha poi subito (poiché nelle rap- 
presentazioni conformi di uno spazio non-euclideo su uno spazio piano 
i cerchi si mutano in cerchi^ e le famiglie di curve isoterme 
in famiglie isoterme) che : Tutte le superficie cerchiate di uno spazio 
qualunque a curvatura eostante die aniìnettono i cerchi come famiglia 
di curve isoterme si deducono, con rappresentazioni conformi, dalle 
rigate luogo delle binormali a una curva di torsione costante di uno 
spazio pure a curvatura costante. 

In una bella memoria di Demartres ^) ai dimostra che il punto 
P d' intersezione della retta comune ai piani di due cerchi consecu- 
tivi e della retta unente i punti d' intersezione di uno di questi cerchi, 
e della proiezione dell'altro cerchio sul piano del primo è un punto 
fisso nello spazio. Preso poi un triedro mobile, la cui origine sia il 
centro di uno generico di questi cerchi e Tasse delle x passi per il 



*) Annales de VÉcóle Normale Supérieure, T. IV, 1887, pag. 145 e seg. 
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punto P, in modo che le coordinate del punto P siano (a, 0, 0) Demar- 
tres dimostrò pure che, se K è il raggio del cerchio stesso, il binomio 
a*- R^ è una costante. E allora tutto il resto della discussione di De- 
martres si può evitare con una semplicissima considerazione; consi- 
deriamo infatti la sfera T di centro P e raggio VR^-a*; poiché 
rispetto al triedro mobile Fequazione del cerchio, corrispondente è 

a^ + f^B!" , z = 

si verifica subito che questo cerchio taglia la nostra sfera in punti 
diametralmente opposti. Ora se noi rappresentiamo in modo conforme 
uno spazio a curvatura costante sullo spazio piano in modo che la 
sfera T rappresenti l'assoluto, i cerchi in discorso corrisponderanno 
a rette dello spazio curvo ; e la nostra superficie cerchiata avrà pei* 
immagine nello spazio curvo una rigata, per cui le rette formano 
una famiglia isoterma ; che è quanto si voleva dimostrare. Chiame- 
remo con Demartres tali superficie, superficie isocicliche; avremo 
allora: 

* // problema di costruire le superficie isocicliche degli spazii a 
curvatura costante {o in particolare dello spazio piano) coincide ed 
problema di determinare tutte le curve a torsione costante di uno spazio 
a curvatura costante „. 

E allora ci restano da risolvere due questioni : Tuna di trovare 
le formule effettive che permettano di passare da un problema al- 
l'altro; l'altra di interpretare questo teor. applicato allo spazio piano 
con la sola metrica euclidea ; ciò che naturalmente è la cosa più in- 
teressante. 

Sia dunque la superficie isociclica S dello spazio piano definita 
dalle due forme 

ds' = E{du'-\-dv') , Ddu^ + 2'D'dudv + 'D"d^ 



e siano le i^ = CQst. i cerchi costituenti la solita famiglia isoterma. 
Sarà la curvatura assoluta — delle l^=cost, funzione della sola w; 
la torsione delle w = cost. sempre nulla. E detto a l'angolo tra la 
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normale principale alle u = cost. e la normale alla superficie in un 
punto generico, sarà 

cos_o _ F' seno 1 3VE 

p„ ~ E ' p„ "" E du 

che, per quanto s'è detto, danno derivate rispetto a v 

rr ao__a^ /^ aVÈ \ 
^^ E dv~ dv\-E du 1 



(2) 



1 aVE 30 



E du dv 
col che le proprietà supposte danno 



dv VE/ 



D* / " " • E 



d\ - ' \duj _ D'_j^ao 
^^^ dv\ D» /"^ • E "Ve at; 

mentre per le equazioni di Codazzi e di Gauss si ha: 

^ ^ 3w du 2 du' ^ 2 du ■ ~^' 

La superficie X' immagine dello spazio curvo avrà per elemento 
lineare 

dove X si determina osservando che le w = cost. sono geodetiche, 
cosicché 



(7) 



aiogx _ a log Ve 

du du 
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La seconda forma fondamentale dì H è, come si calcola subito, 

D,du^ + 21)\dudv + J)\di^= - 

_ X (D rfu'4-2 D^ du dv-\-D"dv') + 2E(a;X-hy Y+gZ) {du^-hdv^ 
_ _ . 

Ponendo per Xx+Yy+Z^ il valore che se ne ricava dalla *) p^-D' W 
e ricordando che si può ammettere costante X - 2 p se ne deduce (ri- 
cordando le (1) e (3)): 

Di rfu* + 2 J)\ du dv + D^ dv' = ^'~^ du'—2^ du dv . 

E le w = cost. riescono anche assintotiche, cioè appunto rette. 
Per trovare X senza quadrature, si usi delle formule di Codazzi e di 

Gauss per la S' ; se ne avrà =-> = cost., e le formule di Codazzi e 

di Gauss stesse si ridurranno alle: 

9 log — — 

Le due prime di queste equazioni per le (2), (3), (5) sono con- 
seguenza l'una dell'altra; se si riuscisse perciò a dimostrare di- 
rettamente una di queste due e la terza, si sarebbe dimostrato di 
nuovo, e in modo diretto, il nostro teorema. 

La (a) dà per la (3) 



du dv 



= 0. 



*) Bianchi. (Lezioni, Cap. IV, pag. 114). 
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Quindi : In una superficie isociclica dello spazio piano consideriamo 
un quadrangolo formato da due cerchi e da due traiettorie ortogonali 
al sistema dei cerchi. Calcoliamo i valori di a (angolo della normale 
alla superficie in un punto col piano del cerchio passante per il punto 
stesso) nei quattro vef^ici del quadrangolo; la somma dei valori che 
detto angolo riceve in due vertici opposti è uguale aUa somma dei valori 
che riceve negli altri due vertici. 

Ma un risultato ben più notevok si deduce dalle (a), (P). 

Esse ci dimostrano che il binomio differenziale 

(D"— D)rfw — 2D'rft? 
ammette —^^ come fattore integrante 

ossia che 

D"— D D' 

Bidu + 2 D'i dv = — r du — 2^dv 

ammette —^ (che è noto appena sia dato l'elemento lineare della 
V/E 

rigata isoterma) come fattore integrante. Dunque: 

" Sopra ogni superficie isociclica si trovano con sole quadrature 

le assintotiche deUa corrispondente rigata isoterma; sopra ogni rigata 

luogo delle binormali a una curva di torsione costante le assintotiche 

si determinano con quadrature „. 

Quest'ultimo teorema ha una elegante spiegazione geometrica: 

si sa che su ogni rigata le assintotiche si determinano per mezzo 

di una equazione di Riccati ; basta dunque conoscere un'assintotica, 

perchè le altre siano determinabili con quadrature. 

Se noi confrontiamo la costruzione data dal Darboux (T. Ili, 

Cap. XIV) dell'immagine euclidea conforme di una superficie dello 

spazio curvo con la costruzione data dal Demartres per le superficie 

isocicliche, otteniamo il seguente teorema che permette appunto di 

costruire una e quindi tutte le assintotiche di una rigata isoterma 

con sole quadrature: 
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^ Proprietà caratteristica delle rigate formate dalle hinormali a 
una curva di torsione costante è che la sviluppabile formata dai piani 
tangenti alla rigata e ali- assoluto abbia per spigolo di regresso un^assin- 
lotica detta rigata. 

Ultimo . problema da risolvere è quello di interpretare nella me- 
trica euclidea i risultati ora ottenuti per le superficie isocicliche dello 
spazio piano. Ricordando i teoremi del §. 8, a cui appunto io giunsi 
per risolvere questa questione, abbiamo subito: 

Il problema di trovare le superficie isocicliche dello spazio piano 
equivale a quello di trovare quelle coppie di cuì^e a torsione costante 
ma distinta, dello spazio stesso, che si corrispondono punto a punto 
con uguaglianza di arco e di prima curvatura. La trasformazione di 
Razzahoni per queste dà una trasformazione delle superficie isocicliche. 

Osservazioni varie e aggiunte. 

Oltre alle questioni e agli esempii trattati nel presente lavoro, 
altri problemi ci si potrebbe proporre; p. es. di dare le forme tipiche 
degli elementi lineari delle immagini di Clifford di congruenze par- 
ticolari (pseudosferiche, ecc.). Tutte questioni che risultano nello 
spazio ellittico assai più facili da trattarsi che le corrispondenti nello 
spazio piano a causa della proprietà già dimostrata che le immagini 
di Clifford determinano una congruenza. Noi perciò abbiamo solo 
risoluto, con processi però indiretti e di grandissima semplicità solo 
i casi più importanti di riconoscere cioè, dalle loro immagini, le 
congruenze normali e le congruenze W; abbiamo però sempre sup- 
poste le immagini di Clifford non degeneri. Che se una di queste 
fosse degenere allora affinchè la congruenza fosse normale sarebbe 
necessario che fosse degenere anche l'altra e si avrebbe la congruenza 
delle normali a una superficie di curvatura nulla, come già sappiamo. 
Ma possiamo dire di più: 

^ Se una sola delle immagini di Clifford si riduce a una curva C, 
la congì'uenza è W allora e allora soltanto che o la C è una retta o 
le linee delV altra immagine corrispondenti ai punti di C sono geo^ 
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a 


P 


T 




coti 


a?. 
dv 


a» 


du 


du 


di 

du 




dudv 


a'p» 


a'Y. 

dudv 


3'a 


du* 






d*a.i 

di' 


a'P> 


a»* 



deticamente parallele; se tutte e due le immagini di Clifford som de^ 
generi allora la congruenza èWj ed è normale a una superficie a cur- 
vatura nulla „. 

Quest' ultimo teorema dà una nuova proprietà proiettiva * carat- 
teristica , delle congruenze normali a una superficie a curvatura nulla; 
mentre finora si era dimostrata che Pavere le immagini degeneri 
era proprietà che distingueva queste congruenze soltanto dalle con- 
gruenze normali. 

Questi teoremi si dimostrano subito: se le a^ p, 7 del §.12 sono 
funzioni della sola " w », l'uguaglianza del §.12 diventa: 



= 0. 



Se è nullo il primo di questi due determinanti, allora a, p, y sono 
legati da una relazione lineare e la curva C è una retta ; se è nullo 
il secondo si riconosce tosto coi procedimenti del §. 12 che le 
t?=:cost. risultano geodeticamente parallele. 

Infine se a, p, y, sono funzioni della sola v, cioè se tutte e due 
le immagini di Clifford si riducono a una linea, è ben chiaro che 
la congruenza corrispondente è W, perchè il secondo dei due deter- 
minanti precedenti si annulla; anzi la congruenza è proprio normale 
come si riconosce con ragionamenti analoghi a quelli del §. 16 e 
come ci si può anche convincere geometricamente. 

Un' altra cosa da notare nel presente lavoro è forse la definizione 
dell'angolo di due rette sghembe ; credo perciò non inutile il darne 
un' altra definizione equivalente, indipendentemente da ogni concetto 
di parallelismo. 

Siano a, b le due rette e, ciò che non scema la generalità, sia a 
la retta che unisce il punto (1,0,0, 0) al punto (0,0,0, 1); e le 
perpendicolari comuni alla a e alla b siano la retta p che va dal 
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punto (1, 0, 0, 0) al punto (0, 1, 0, 0) e la retta t che da (0, 0, 0, 1) 
va al punto (0, 0, 1, 0). La retta b stacchi sulle rette P, Y a partire 
dai punti (1, 0, 0. 0) e (0, 0, 0, 1) rispettivamente segmenti di lun- 
ghezza 9, /*; la retta h sarà la retta che unisce il punto (cosy, seny, 0, 0) 
al punto (0, 0, sen /", cos f), E allora è facile costruire i parametri 
di scorrimento delle a, 6; e se con t/? indichiamo Tangolo di queste 
due rette, sarà, come subito si vede, cos w = cos {f±f)B, seconda 
del verso in cui l'angolo è misurato. Quindi: 

Il coseno déW angolo di due rette sghembe è tignale al coseno della 
somma o della differenza della loro minima e massima distanza, a 
seconda del senso in cui vien misurato. 

E ne discende subito il teorema tante volte citato che l'angolo 
di due rette ammette una sola determinazione allora e allora sol- 
tanto che le due rette sono complanari. 

Voglio qui notare espressamente che in tutto questo lavoro si 
è lasciata sempre impregiudicata la questione dell' orientazione di 
una retta e quindi della precisa determinazione dell' angola di due 
rette sghembe ; questa maggior precisione fu per noi sempre inutile 
e si potrebbe del resto stabilire facilmente. 

Devo inoltre aggiungere che io avevo già finito il presente la- 
voro, quando il prof. Bianchi mi comunicò che il sig. Study (Ueber 
Nicht-Euhlidische und Linien-Geometrie; tìreisfwald 1900 pag. 73-79) 
aveva trattato del parallelismo di Clifford. In queste pagine il signor 
Study partendo da punti di vista puramente geometrici enuncia e 
dà alcuni semplicissimi corollari dei seguenti due teoremi: 

* L' insieme delle coppie di rette polari dello spaziò curvo si può 
riferire all'insieme delle coppie di rette formate da una retta di una 
stella fìssa e da una retta di un'altra stella fissa dello spazio piano; 
alle rotazioni dell'una o dell'altra di queste stelle corrispondono gli 
scorrimenti nell'uno o nell'altro verso dello spazio piano ^. 

** L'insieme delle rette orientate dello spazio ellittico si può im- 
maginare riferito biunivocamente alle coppie di punti di una sfera 
euclidea, in modo che ai movimenti di una o dell'altra delle imma- 
gini corrispondono scorrimenti in un senso o nell'altro „. 
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L'applicazione dei nostri principii allo spazio iperbolico porterebbe 
a formule complicate di immaginarii ; lo studio diretto del paralle- 
lismo di Lobatschewsky non sarebbe certo così simmetrico, )>erchè 
nello spazio iperbolico i due sensi secondo coi si possono tirare 
rette parallele non sono come per lo spazio ellittico ben distinti 
Tuno dairaltro« 
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